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INTRODUCTIO. 


f ^ uo amplior eft fcientiac alicujus ambitas, & quo uberiores gravioresque 
funt ejus applicationes; eo magis necefiarium eft principiis certis ac di- 
lucidis ipfam fuperftruere, & confequentiarum cum principiis nexum ab omni 
dubio ac difficultate tutum atque immunem praeftare. Priorem praerogativam 
doftrinis mathematicis competere in conferto eft; ut altera gaudeant, qui eas 
meditantur atque exponunt, debent curare. Mathematici veteres, methodi 
rigorofac, qua ipforum opera nitent, fedulo tenaces, exemplar nobis praebue- 
runt modi in fcientiis his ftabiiiendis atque explicandis adhibendi, ut nomen 
exaftarum mereantur. Recentiores , ftadium ab antiquis panfum ingredi , ve- 
ftigiis ipforum non femper inftiterunt; neque progreflus fuos omnino ad nor- 
mam ab illis conftitutam compofuerunt. Speciatim veteres quantitatem fem- 
per, notioni ipfius conformiter, tanquam augmenti & decrementi capacem, 
proinde ut ineptam recipiendo ultimo cuidam magnitudinis vel parvitatis ter- 
mino, confiderarunt. Recentiores contra, quantitatem in utroque hoc ftatu ex- 
tremo ratiociniis & calculis fubjici porte rati, quantitates (etiamnum fic di- 
ftas) infinite magnas & infinite parvas adoptarunt; peculiaremque effinxerunt 
infiniti fcientiam, cui partes mathefeos fundamentis folidioribus nixae opitu- 
lentur quidem , fed quae ab illis fit tam objefto , quam principiis diverfa : quo 
audaci conatu doftrinas ab antiquis trarismiffas mirifice auxerunt. 

Difficultas, vel impoffibilitas potius ftatus illos quantitatis (etiamnum fic 
diftoe) definiendi impoflibilitatem prodit exiftentiae qorum & conceptus, quo 
apprehendantur. Non aggrediar hoc loco definitiones, quae propofitae a variis 
fuerunt, difeutere. Interira aflerere %ufim, eas vel contradiftiones implicare, 
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quae dubiis obnoxias reddant confequentias ex ipfis dedu&as ; vel adeo vagas 
efle & indeterminatas, ut juxta eas nonnifi propemodum ac relate ad propofi- 
tum quendam fcopum peculiarem vera edent , quae per analyfin, quam vocant, 
infinitefimalem eruerentur. • - 

Sententiam hanc de indole datuum illorum quantitatis profiteri mihi vifa 
ed illudris Academia fcientiarum Berolinenfis in Programmate, quo theoriam 
infiniti mathematici praemio ab fe anno 1786. condecorandam promulgavit. 
Quare ab fcopo ipfius alienum, haud fore exidimavi, fi mathefin infinito carere 
pode odenderem, vadidimamque ac maxime fublimem ejus partem ad eadem 
principia reducerem , quibus veterum inventa nituntur ; quorum vero vel 
opem recentiores plerique judo vilius penderunt, vel fecundati nimium diffifi 
funt. 

Evincere igitur inditui: methodum exhaufiionis feu limitum ab antiquis 
excultam, & in Euclidis praefertim atque Archimedis, quae ad nos perve- 
nere, fcriptis traditam, d congruenter extendatur, novorum calculorum prin- 
cipiis foltde ac A iiuc i d e ft ab i lk> mlt& iu flk -ai i o. Honor , -quem illudris Academia 
conatui meo detulit, utilem eum ede mihi perfuafit; atque ad objeftum hoc 
arduum novis curis tra&andum, Didertationemque & tempore nimis brevi & 
loco minus commodo confcriptam perficiendam me exdimulavit. 

Scriptum meum , quod novum appellare pode credo , juris publici eo con- 
fidentius facio , quod judici non incongruo fuit probatum. Turbas inter fatis 
proh dolor notas, quibus patria mea fuit exagitata , tranquillitate animi ad me- 
ditandum necedaria frui non poteram. Amicus meus, Dn. Pfleiderer, 
Phys. & Math. Prof. in Univerfitate Tubingenfi , refugium mihi fecum obtulit: 
ubi fiudiis ad levandos dolores intentus, quae ad novam Didertationis meae 
editionem, dudum necefiariam vifam, fparfim praeparaveram, in ordinem redegi, 
& cum amico communicavi, ipfiusque obfervationes confului; quo faftum ede 
fpero, ut, quod publico nunc offero, fcriptum utile fit nec ejus attentione in- 
dignum. 

Juxta ejusdem amici per literas antea jam mecum communicatas, nec non 
Dni. Prevost, Prof. Philos. Genevenfis, in Differtationem meam praemio or- 
natam 
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aatam animadverfiones amplius extendi primum ejus Caput; quod, cum fun- 
damenta exhibeat totius fy dematis calculorum fuperiorum, praecipua cura erat 
tra flandum. Speciatim notio limitis ibidem tradita nimis erat anguda; &, 
ut omnes compiefteretur cafus, debebat, uti nunc fit §13, extendi 

Ita faftum ed, ut Caput hoc fundamentale augmentum fatis infigne nan- 
cifceretur; neque rationem habendam ede exidimavi cenfurae prolixitatis ho- 
rum praeliminarium. Adeo perfuafum habeo, principia calculorum fuperiorum 
debere ad methodum limitum reduci, nec pode alio modo folide dabiliri; ut 
neceiTarium ede putaverim , methodum illam in formam doftrinae redigere. 
Quae cum, "mea quidem fententia, partem condituere debeat Curfus mathefeos 
elementaris, eo, quo oportet, rigore & ambitu concinnati; fuperfedidem huic 
operae, fi quem nodem, ad quem remittere potuilfem. Ceterum comparatio 
attenta docebit, nullam in Capite hoc, utut amplo, tradi propofitionem , quin 
ad applicationes fequentes neceflaria fit 

Defiderio folo utile quid praedandi motus non reformido reprehenfionem ; 
quod fententia , quam luftmco, novo non fit, fcd nb variis jam mathematicis 
qropofita. Gnarus fcriptorura d’Alembertii , Cousini , Kjestneri, Kar- 
stenii, TEMPKLHorru , pASQuicHit, praefertim didertationum egregiarum 
Robinsii, & traftatus folidi Maclaurini , in animum haud induxidem me- 
ditationes meas de arduo hoc objefto publice exponere; nifi quaedio ab Socie- 
tate literaria adeo illudri promulgata attentionem meam excitaflet, mihique 
perfuafidet, quae jam praedita fint, nondum omnibus defideriis iatisfacere ipfi 
videri. 

Dubium non ed, quin Newtonus do&rinas fuas iisdem principiis fuper- 
ftruere , fpeciatim per rationes primas Sc ultimas , tam frequenter in Principiis 
fuis ufurpatas, limites rationum intelligi voluerit; cum ipfe in Scholio Lem- 
mati XI. Libri I. Princip. fubjunfto monuerit: Ultima rationes illa, quibus cum 
„ quantitate: evanefcuat, revera non funt rationes quantitatum ultimarum; j id limites, ad 
„ quos quantitatum Jine limite decrefcentium rationes femper appropinquant , (f quot pro* 
„jnus ajfequi pojfunt quam pro data quavis differentia, 

* 2 Quam- • 
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Quamvis Lbibnitiits modis loquendi magis audacibus uti allue veri t: eos 
tamen explicatione rigidandos e(Te praecepit (Aft. Erud. Lipf. 1712. p. 167.); 
& momentum demonftrationum exactarum agnovit atque commendavit. Ad 
Joh. Bernoullium feribens (31 Dec. 1700.) de Nieuwentitii , Rollii, 
Ciuverii, & aliorum adverfus calculum differcntialem objeftionibus : Perutile 
„rjl, inquit, os illis occludi per redu&ionem ad demonf rationes veterum more formatas. 
(Leibnitii & Bernoullii Commere, pliilos. & math. T. II. Ep. 108.) 

Et quamvis NVolfics, veftigiis Leibnitii infiltens, infinitum profufe in 
feriptis fuis fparferit; methodo tamen Archimedem, quam jure fibi vindicat, 
praerogativam tribuit: «Ipfius (Archimedis) dcraonftrandi methodo principia 
«methodi infinitefimalis rigidantur.” (Elem. Mathes. univ. T. I. Geom. Theor. 
86. Scliol.) 

Pluribus aliis auftoritatibus pofiem inftitutum meum munire; atque ex. gr. 
confenfum ejus cum methodo indivifibilium, fano fenfu explicationibusque faga- 
cillimi ipfius auctoris conformiter intellefta , docere : verum haec longius me ab 
fcopo pr opofito abduce rent. Quare, illis miliis, ad partem Introduftionis hujus 
mathematicam, fequentibus quatuor Capitibus traditam, progredior. 

Tubingse, iMart 1795. 


Capce 
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Caput A. 

+* , * * 

Theorematis bintmialis Newtoni demonjlratio generalis elementarii. 

r jphcor e iria binomiale Newtoni univerfim ad quoscunque exponentes, pofitivos Si 
negativos, integros & fraftos, extenfum adeo, uberis eft per totam mathefin ufus, 
ut demonfirationem ejus firmam & dementarem fummi momenti efle cenfeam ; eo- 
que magis, quod Vir celeberrimus, a quo denominari confuevit, & plurimi infignes 
mathematici poft ipfum , fola , ut videtur, analogia fulti , formulam , de exponenti- 
bus integris ac pofitivis tantum eo, quo par eft, rigore demon (Iratam, ad exponen- 
tes fractos & negativos applicare acquieverunt. In Difiertatione mea, inferipta: 
Expnftion elementaire des principes des calculs fuperienrs, p. 26. ejusmodi demonftrationis 
compotem me efle aflerui; fed brevitatis ftudio eam omittere confultum duxi. Quae 
cum fuerit, ut non omnino facilis, in Diario litterario Goettingenfi (Nro. 165. 16 Ofh 
1788-) defiderata; in hac introduftione illam exponere non dubitavi. Confentit ea 
praeter leviores quasdam mutationes & illuftrationes , quas necefiarias efle cenfui, 
CUm methodo, quam in Conuneutnriic Acnd. Rcg. Bcrol. nd annum 1777. tradidit 
illuftris Secnerus; &, quo debet, modo evoluta mea quidem fententia tam propo- 
fito fatisfacit, quam ea fe brevitate commendat, cujus demonftratio mere demen- 
taris capax dfe poteft. 


§. o. Theorema. Sint duae quantitates P& P' , quales fequuntur 

P= «»+ V-tf + ?. + - ■— ~a°-ib 3 + ? . . . ? . . . s-f . . . 

1 ix i x j i 4 1 5 

I 12 ‘IS3 14 15 

Dico : productum ex hisce duabus quantitatibus conflatum ejusdem efle forma? , 
cujus utraque illarum, fi loco <r» n aut n illarum fumma «+»' fubftituatur. Nempe 

PP , =a<*>'+^«*-ib+^-- 4 ^^->b> + — +; - 

1 12 1 j T 


1 4 1 


3 . 


Et 
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Et primo qiiidem exponentes ru « in fucceffiris produfti terminis progreflionem 
arithmeticam decrefcentem fequuntur, cujus primus terminus efl: & commu- 

nis terminorum differentia eil unitas. Exponentes autem r* b fequuntur progrefllo- 
nem numerorum naturalium crefbentem inde ab unitate. 

Determinanda fupereft lex coifficientiumu 
i®. Cofefficiens primi termini eft unitas. 

n n* ^ j 0 * 

a°. Co€fficiens fecundi termini eft — + — *■ . 

i i i 


3°. Cofcffi ciens termini tertii eft 


1 1 3 . J 1 a . t f J (,*.) 

\ ‘ ( | !? 1 “ 1 ’ 7 

+ rr) [*t~t - . 


4°. Cot-fficiens termini quarti eft 


i i 


It-* ' 

T 

• 

« 

1 


■1 n. 1 n - 2 

I*T 3 

>=< 

, 0 »-I * 

+5 TT7 

0 a‘ »'-i 

» - 1 

ir 


4.3.M.U 
1 * 3 

f> -2 


a' 0-1 n' 

3 


V 1 2 ■; 


n % 

I 

, n n 

+2 

I 2 

« I 

«i n - i 


n+n' Bj-B-JC «+»'-2 
I ’ 2 ‘ 3 


(»*.) 


+I.H.HT) 

l 2 S . 


5°. Coefficiens termini quinti eft # _ . 

»-3 ( m *’3 

L#**” 4 4 3 1 


, » n^2 •_ 

+ i'” 3 1 

n «- 1 *>' b'«I 

+ I TT’ 2 

<i n b‘-*2 

+ rr~'i" 

.i 

I 4 J 


;-i«TTrv 

, . » »' »L1» 

' ^1 I 3 

+i - U ~ 

+ 7 4 


, 0 0-1 0 
4-3-™ * * — 

1 a 3 

■ 1 

, n n n-t 

tJ iTT 

+ -•••—) 

* 3 ' 




6 «. Cofeffi- 
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Co€fficiens tennini fexti eft 


n b- 4 


»4 

n+B , - 4 f b *-3 

i ' 5 


1 5 

5 Li 1 4 

» n-3 b' 

— • • • ■■ • — 




1 4 1 


1 4 5 

1 3 4 

n n- 2 n n -i 



B B-I B b'- i 

1 312 


* 3 4 5 

12 3 4 

n n-i n' n-2 


•f io .- .. n ~ 2 

B b' B -2 

i a 1 3 

• 

123 5 

Tt ’“ ••• *“■ - 

13 4 

m n‘ «'-3 


"'-3 

r 5 -*“ • • • • 

+ ”.....± 3 ) 

1 1 4 


1 2 5 

■» 4 J 

n' 0-4 

— • • • • 

1 5 J 


+ 1. — . . . .i-i- 
1 5 



*HV- 

5 


Gtneralim, oftenfo, quod lex valeat pro termino quocunque w'°, fcilicet quod 

coSfficiens w ' 1 termini eft — - ... . ,I T^~” 2 ) ; dj co eandem legem 

etiam valjere pro termino fequenti *"+i t0 ; fcilicet cotfficientem hujus termini efle 

n4-n' n+«'-(m-i) 


i a •» 

Etenim cofcdiciens «+ 1' 1 termini eft 
n b-i g-f w-i) n 


n b-i «-(w- a) 

+ T ~2 «-i ' i 

, b b-i »-("**3) " * * 

T — • — • • • ■ ■ '■ ' *“ ‘ ” 

j 3 m-2 I 3 

, n fl-I n' w '-2 

+ • •— • • • 

13 «x-3 I 3 / \ 

, n b-i «-('«- 5 ) * "'-3 

• • • ‘ ~ • T • ' • ~ 7 ~ 


, m_ b 

I • " • • • 

I I 


«-(w-l) 

m 

n-(m- 2 ~) n 
m -1 m 


_l_ m m ‘l *> *'( ro -3) »' n I 

• “ * ’ * — • • • m , • - • ~ • . 

12 1 m -2 m-i m 


1 2 


#«-4 


, n n-i n 
"r - — •— • 
121 


"'-(”- 3 ) 

m-2 

n b' *'-(m- 2 ) 

"T" • • - 

I 1 m-l 

B^ , B-(m- l) 

t m 


b-(w»-4) 

1 

n 

1 

B-2 

»- 3 

Wf-2 

m 


• 

fi 

”‘-3 

bi-4 

B1-3 

m 


3 1 
w-3 n 

4 ' i ' 


t m m-r n n-i n »-(w- 3) 

1212 3 m 

. » » «' n'-(m- 2) 

7 'l’a m 

-f- *L 

1 m 
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«-H 

ff 

n-i 






- J 

I 

2 



fM-I 




m - 1 

n w-l 



1 

fi 



1 

I 

3 


m -2 

m- 1 



m-r 

»-2 

n 

B-I 


1 

n 

1 


1 

2 

1 

2 

ot-3 

m -2 

M-t 



n 

n-i 

«-(»»-5) 

■ 

« 

1 

"-3 


1 

3 

1 

2 

«f -4 

m-3 

iw-l 


f*-l m-2 n n- 1 n 4) 

I 2 13 3 ” ’ f»-I 


fW-I fi » 

1 ir ' 


1 m-x ) 




n n-i 

n-(w-2) 

1+-.— 


L 1 2 

M -2 I 

,nn-t 

T • "" • • • 

n-(m- 4) n' i 

1 2 

m - 3 r 

n n - 1 


I 2 

• * 

M 

I' 

. n n-i »’ 

H . . 

«'-(«*- 4 ) 

I 2 I 

«-3 

. fi n 

+ . « 


1 1 

W-2 

• 

+ ” 

n'-(n*-2)’ 

1 

m-l 

n-bi'-2 

«-(-«'-(m-i) , 

3 

m 1 


Ergo 
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Ergo fi lex coSfficientium valet pro quoofnque produ&i termino , eadem quo* 
que valet pro coefficiente termini fequentis. A.tqui valere demonftrata fuit in ter- 
mino fecundo, tertio, quarto, quinto, fexto: valet igitur etiam in feptimo, atque 
hinc rurfus in octavo , tum in nono, & fic confoquenter in univerfa ferie. 
b, Applicatio prima . . i°. Quadratum quantitatis hujus formae 

a" + + - • — ar* b 2 + - • • . ^a"- W + -... n -^a"-*b 4 + 

1 a 13 »4 

a°. Hinc cubus ejusdem quantitatis eft 

A3H-— rt J0-I £+— — ... — 3 <j3 | *-«£ 4 +. • 

I 12 13 1 ; 4 

Hinc iterum 3 0 . potentia quarta praedi&ae quantitatis eft 

fl 4 n+ 4V-.*+ 4? + . . . . 

1 12 13 14 

Et univerfim, quicunque numerus integer pofitivus fuerit m, potentia ««ejus- 
dem quantitatis eft 

. m» , mn tttn-l mi pin-2 , , , mn w»--3 _ , . 

0®“+ — t a «^-ib i + — ... - 3 mn ~*b 4 + .... 

t * 2 13 14 

§. r. Applicatio fecunda. Viciflim, denotante e* numerum quemcunque integrum 

pofidvum , radix quantitatis 

fl n +- 4 Sr, ^+~ a a ~ 2 b 3 +— • • . — a*-*b * +— • . . — a*~*b 4 + . ... 

1 12 1 3 14 


n n 


n n 

- — I . 




eft n*+ m/l” $ + «»■« V 2 a m ^ 


m • « « ■>-* 

_ .^a m V+m...rn*a m b 4 +.... 

1 r a r 3 r 4 

Etenim (per applicationem praecedentem) prior quantitas eft potentia m u pofte- 
rioris: quare viciflim pofterior quantitas eft radix «« prioris. 

d. Applicatio tertia. Sint m & n numeri quilibet integri pofitivu Dico efle 


M *> 


« n 


(a+bf=a m +m<i m l b+m.^a m "*•+»... >+«... Ajv* 

i ia J 3 * * 4 

• • 


1* » 2_- • » » 

.r r* s „ m A 30^- r*3.m * 


.... 

Etenim 
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Etenim 

■= r(« # + +- "-^^b* + -• • .—aP-ib l +- • . + ....) (§. fc) 

- V .X 12 13 14 

5 5-j » » *_ 3 n » 

= + A+*ii'W I 2 m + 2 <t' n + fl” ^ 4 + -**» (§•*•) 

i.; 7 2 r 3“ 7 4 

5. r. Corollarium. Univerfim igitur, fi « fuerit numerus rationalis pofitivus qui- 
cunque, five integer, five frattus, 

(a+b) a = a n + -a^‘b + -- — «■-*£* + - ... — — a n ^ 3 +- + . . . 

§. f. Applicatio quarta. Sint duae quantitates 

a u + - a ai b+ - + - . . . ^—^a^b 3 + - . . ■ - —tP~*b* + . , . . . 

1 12 13 14 

• / 

<r”+~ n (C a ' l b+ ...^-?<r B -3$3+— ...^^(r°~*b* + . . . . 

1 1 2 13 1 4 

Produftum ex iilis faftum reducitur ad primum terminum «*xr«=i; cum 
terminorum omnium fequentium conficientes ingrediatur faftor «-» =3 o. 


v ■ 


§. g. Corollarium. Ergo 

tr*+—tr a ~ , b+~ • —cr a ^b 1 +— • • • —ar^b 3 -^— • . • ~^ir D -*b* + . . . . 

I 12 13 14 

• I 

<j n +-a n ~ l £+-- — a n ~ i b* + - . . . — l a*^b 3 + - . . . — ^a^b 4 + . . I . 

1 12 13 1 4 

Atqui, n denotante numerum quemcunque rationalem pofitivum, denominator 

hujus fraftionis eft (a-f-6)° (§. e). Ergo 

feu (a+by^a^+jir*-'b +'* • ‘-?p*- n -*b*+~ ..‘~~a-^ibHj,...^(r°~*b i +... 


~i_r_L. + ” »4-1 b* 

a n 1 a n + l t ' 2 a n +*~ 1 


n «+2 b i 


n b+3 b* 
3 4 


. Eadem itaque lex , quae valet de exponentibus rationalibus pofitivis , pariter 
applicatur ad exponentes rationales negativos. 

• • . ' ' §• *■ 
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§. h. Qbfervatio. Quod ad exponentes irrationales attinet: cum per extraftio- 
nem radicum, vero propius femper propiusque accedentem, quantitates furdae ex- 
primi poflint per quantitates rationales, quae a vero illarum valore minus quam quan- 
titate data differant; ad exponentes furdos applicare licet, quae de exponentibus ra- 
tionalibus demonftrata fuerunt. 

Obfervandum praeterea: calculos, quos quantitates exponentibus, furdis affettae 
ingrediuntur , nonnili per analogiam juxta regulas exponentium rationalium peragi. > 
Quod ipfum tanto etiam magis ad exponentes imaginarios pertinet; cum mera 
ftnt ligna , facilitatis & univerfalitatis calculi caufa ab mathematicis introdufta. 

Ca p u t B. 

De differentiis quantitatum mutabilium. 

§. i. DrfnHio. j^it aliqua quantitas mutabilis, quomodocunque expreffa per 
alteram quantitatem mutabilem, folam, vel cum quantitatibus conflantibus combi- 
natam. Prior quantitas dicitur funffio pofterioris. 

Quod attinet ad funftionum divifionem in integras & frattas , uniformes & mul- 
tiformes , rationales & irrationales , algebraicas & transcendentes ; videatur inter 
alios EurEM IntroduBio , Cap. I. . 

§. k. Si t P funftio quantitatis variabilis x uniformiter crefcentis vel decrefcen- 
tis. Denotentur incrementa vel decrementa ejus fuccelliva flgnis 
Ax, 2 Ax, 3A*, 4AX, .... (»- i)ax, *Ax. 

, * loribus ipS “ ***• 
refpondent funttionis P valores , . 

dengnentur per P , P*, P", P ' . . . P 1 *' 1 , P w . 

Et valorum horum mutationes 

fuccdfivse ita notentur . AP, A P’, A P*, A p". . . A P 1 * - ", AJMM, 

Erunt ideo P' es P + A P 

P‘ =s P' + A P' 

— P + A P" 

P" = P‘ + A P’ 

• • 

m • 

JW-1 -g pti-U -|- 

P* = pn-i + AfH-i. 

** a Quan- 
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Quantitates AP, AP', AP\ dP" ... . AP*-» , APN-i vocantur differentia primi ordini s 
quantitatis P. , ... 

§. L Si hae differentiae non fuerint conflantes: eaedem cdmponentur ex quan- 
titate conflante Ajc, & ex variabili x; adeoque pariter funt funftiones variabilis x. 
Succeffivae harum fun&ionum mutationes, uniformi quantitatis x mutationi refpon- 
dentes, defignentur per A a P, A S P‘, A a P", A a P r . ..A a PN-», A a P N -‘. 

Hae differentiae differentiarum primi ordinis vocantur differentia fecundi ordinis 
funftionis P ; & eodem quo prius modo obtinentur aequationes fequentes: 

AP' = Ap + A s p . - 

A p' = A p' + A a p' 

AP = A P" + A 3 p* 

^ pN -3 = ^pN-nq.^3pN-ii 
APN = ApN-i + A 4 pN-i. 

§. m. Si differentiae fecundi ordinis non fuerint conflantes: pariter componen- 
tur ex quantitate conflanti Ax 2 & variabili x; ideaque {unctio ne» erunt quantita- 
tis x. Succeffivae earum mutationes, uniformi ipfius x mutationi refpondentes , de- 
fignetitur per A 3 P, A *P‘, a 3 P", A 3 P’ . . . A 3 PN-u, a 3 Pn->. Differentiae iftae diffe- 
rentiarum fecundi ordinis vocantur- differentia tertii ordinis; & rurfus funt 
A a P‘ = A a P + A 3 P 

A a p* = A a p' + A 3 p* 

A a P' = A a p* + A 3 p“ 

A a p” .= A a p" + A 3 p* 

A*pH-> — A* P N_n +A 3 pN-n 
A a P N =a A a pN-i4-A 3 pN->. 


§. »i. Si differentiae tertii ordinis non funt conflantes; progreffus fit ad earun- 
dem differentias, feu ad differentias quarti ordinis: deinde fimiliter ad differentias quinti 
ordinis, & hinc ad differentias fexti ordinis, atque ita deinceps; donec (fi fieri poffit) 
perveniatur ad differentias conflantes, feu quarum nullae funt differentiae. 

. , ' Gene» 


e * 
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Generaiim differentiae differentiarum « — ordinis vocantur dffermtiet «k‘ ordi- 
nis ; & fic defignantur A W P, A m P\ A m P’, A m P r . . . A«P*-« t a U nde 


A»-i P' 

S3 A«**P 

+ A™p 


— t A Tn-ip 4 

+ A m P' 

A-.P“ 

5= At.-<P* 

+ A "P* 

Am-.P" 

=3 A"-| P" 

+ A”P" 

^nv-i pN-i 

ss A™-'Pn-h 4 . A^Pjf.,, 


— Am-i />N-i 

4 - 


5. 0. Differentiae omnium ordinum fucceffivorum funftionis P immediate per 
feriem funftionum P, P\ P\ P " ... P*-\ P* exprimi poliunt modo fequenti: 
aP ' = P-P ' 

A P' = P‘-P' 

Ergo AP'-Ap ~ P- 2 P'±P 

feu A >P - r - 2 r 

A *P‘ = P’-iP + P’ 

Ergo A'P = P m -$P'+iP'-P 

A sp' = ■P"'- 3^+ * P* 

Ergo A*P = P''-4P'+6P"-4P'+P 

A«P' 7= P^^+bPT-^+P' 

Ergo A sp = /»’- 5 r+ioi>'-ioi 3 '+5i ,, -'P. 

Grnrra/i/ir 

fit A m P= j_ " "-t, 


P M --P M-. + — 2 ...^pM^ + . t . +«p'+p 

I 13 13 T ~ • 


& ideo 
A ™p' = 


erit 


1 = pM-h." pM_p” .?I?pM-i.” ... —pM-nm™ ... "••3pM-m_ . . + p 

I 13 13 1 T 

* t 

cut> 

Am+.p = pM+i.^±_ 1 p“+!I!±i.-pM-‘-— . + m+I pTP 

I t' 3 * 3 14 I 

••a £rgo 
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Ergo generaliter 

m>p = pM_“pn-i-f !!! . ,,'Otl p »-™ . , . # 4. f* ."tLp* xHp' 4- p. 

i i a i 3 • i a i 

§. p. VicilTim terminus quilibet P M feriei P, P', P', P“ . . . P M -', P M ex- 
primi poteft per funftionem P , &; per differentias fucceffivas omnium ordinum hu- 
jus functionis P. 

Etenim quoniam P' = P+AP 

AP' = AP 4 A*P 

ergo ,P’(=P'+AP') = P+2AP+d*P 
Hinc AP* = AP+ 2 A*P+A*P 

ergo P"(=P'+AP*) = P+3AP+3 A 2 P +A 3 P 
Hinc AP" = Ap+3A*P+3A 3 P-4-A«P 

ergo Pt=»P'-fAP*) = P+4AP+6 A 3 P4-4A 3 P 4 -A * P 
Hinc AP" = AP+ 4 A a P+6A3p+4A‘»P+A5P 

ergo P ’(=P"+AP") = P+5AP+ioA*P+xoA 3 P+5A<P+Aip. 


G intratu» fit P M 


« p + *AP+-.— ^«P-P- . . .*^i?A3P-l-” ...^Ja<p+... 

i i a 1 3 1 4 

4. ^.^IJaimP-}- — A<n-*P 4 -A">P 

13 I 


hinc AP** 


AP + ^.A J P + - 5 ,"!llA 3 P+ *„.!!!!?a«P+... 
1 13 13 

4. » ^?Am-*P + - . — A"*->P + - Amp 4- A m+1 P, 

«*’* 3 * 3 1 

«+tAO^ w +‘ I "AIP-L 11 ^ 1 1 **~ 2 A4P4.--- 


* 4 

» 4-1 


A^P-J-A m+iP. 


erit PM+'(=pM+-APM)=P+_A-AP+--I-.-A , P 4 -— - 

4. *!!tl . . . ^A-n-aP + . - A<n-<P + 

I 3 13 

Ergo generatim 

PM = p + ^AP + --— A»P+ - A3p+ «...!^A«P+ ■ 

1 13 1 3 - £ 4 

4. ™ .^LJa-o-iP 4- — A»-P 4- A m P. 
13 1 

Propofitio haec magni efl; momenti ad applicationes , quae deinceps tradentur. 

5 - ?• 
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§. q. Cum funftio quaelibet quantitatis variabilis potentiis variabilis hujus 
(immediate aut mediate) exprimi poflit: multum intereft, potentias quantitatis va- 
riabilis & differentias omnium ordinum harum potentiarum accuratius expendere. 
Ex fequentibus patebit,' quanti fpeciatim hoc refpettu momenti fit contemplatio po- 
tentiarum exponentis integri pofitivi cujuScunque. 

Theorema. Potentiae quantitatis variabilis, cujus exponens eft numerus integer 
pofitiyus-, differentia ordinis, cujus index idem eft cum exponente poteftatis, aequa- 
tur produfto continuo numerorum naturalium inde ab unitate usque ad hunc expo- 
nentem, dufto in differentiae quantitatis variabilis potentiam ejusdem exponentis: 
proindeque differentiae ordinum fuperiorum ejusdem potentiae quantitatis variabilis 
evanefcunt. 

Sit P—x"', exponente m exiftente numero integro pofitivo. 

Dico effe A m P = i. 2.3.4. ... ">^x m ; & proinde A® +r / > = o. 

Ad demonftrandum hoc theorema oftendam primo: illud verum effe pro mi- 
noribus exponentis m valoribus, quales funt 1 , '2 , 3, 4 ... . Tum evincam: quod, 
fi theorema verum fuerit pro quolibet exponente dato, ideifl etiam valeat pro ex- 
ponente fequenti, qui priorem imitate fuperet 

Exemplum 1. Sit P = x 

AP = A* = i . Am 


Corollarium. A'+>x = o. 

Exemplum a. Sit P as. x* 

Ap = axAjt + Ajc* 

A a P = 3 Aj(XAx*fdjr a XAi 
= aAx 1 = I.4.A* 1 . 

Coroll. A»+5jc «= o. 

Exemplum 3. Sit P = x* 

A P «s 3Jt^Ax+3xdx a +A* 5 
A 3 p(=A*AP) as 3Ax.A a xx-f3Ax a . A a x4-Ax 3 .A*i 
= 3Ax.A a *jf = I.J.3 Ajc s 
Coroll. A'+3x 3 =* o. 

Extm- 
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Exemplum 4. Sit p = x* 

AP = 4 x 3 Ax+ 6 x , A* , + 4 *Ax 3 - 4 -A.>c < 

A*P(=A 3 .aP) = 4AxXA j x*+6Ax*. A s x a +4A**.A s *4-4A*r 4 . A*, i 
= 4A*XA 3 x* «b i.a.3. 4A**. " . 

CorolL A*+4x* = o. 

Generatim fit m numerus integer pofitivus, & P = x m . Probatum fuerit, 

,uod k«. t«*i , ■ 

<x = 0. ’ & A mi ' ,+T X m + , *= Q. 


Etenim Ajc*-h . 


+ 

+ 

+ 


+ 

4- 


m 1 t 

x m Ax Ergo A Bl+, Jt m+ ' 

1 a 

ttL...'™*** Ax* 

1 3 

^...Tlx^iAx* 

f 4 . 

w-|-I.AxXA m x“ 

4 - .?A*»XA™*-* 

1 2 

4 - — 

1 3 

4 . ^...^Ajc^XAW 
* 4 

-»» 1 4.— ■ — - - — *• 


4-^-Ax^XA^* 

1 a 

I 3 

2+. 1 ' *A*« 

4- — 1 Ax m X A m Jf 

1 

1 

A» m+ * 

+ AX^XA*! 


Corollarium. A n,+,+r x m + t = a. 

Ergo generaliter A m Jf m = 1.2.3. 4. . . »A*« 
& A ra+r Jc m = o. 


1 (i*H)Axx A"’*" (hyp.) 

(w+i )A*X 1 . 2.34...*»- 1 .«A*» (hyp.) 
> f.a.3.4 . . . (»fl)AJC m +' 


5. r. Corollarium. Speciatim poteflatum numerorum naturalium fucceffirorum, 
quarum exponentes funt integri pofltivi , differentiae, quarum indices ordinum funt 
exponentibus his aequales, aequantur produfto continuo numerorum naturalium ab 
unitate inde usque ad illum exponentem; earundemque potentiarum differentiae, 
quarum index ordinis exponentem ilium fuperat , evanefcunt. 

Scili- 
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Scilicet aV = 

I 

A r +I* 


a a «» <= 

i. a 

A»+*s* 

= 

- A 3 » 3 *= 

1.2.3 

A'+Jb 3 

= 

= 

i.a. 3-4 

a»+ 4 »« 

- 


1.2.3....»« 

A r +<« s" 1 

S 5 


Cafus particularis, corollario hoc traditi, eximiae in fequentibus applicationes 
occurrent. 

§. t. Eos inter cafus, quibus ad differentias conflantes nunquam pervenitur, 
notandus inprimis efl ille, quo feries propofita eft feries geometrica. 

Theorema. Sit progreflio geometrica quaecunque. Sumantur differentiae omnium 
ordinum terminorum hujus progreflionis : feries harum differentiarum pariter funt 
progreffiones geometricae, eundem, quem prima, exponentem habentes. Sumatur 
autem exceffus, quo exponens ifte fuperat unitatem, aut ab illa fuperatur, prouti 
progreffiq eft crefcens aut decrefcens ; & fumantur poteftates hujus exceffus, qua- 
mm exponens aequalis eft ordini harum differentiarum: feries illae erunt refpettive 
produfta ex terminis primae feriei per lias poteftates. 

Sit a 1 , a», av, a ♦*, a*, . . . a^ 2 >, a^ l >, 4“ progreflio geometrica, 
cujus exponens a 2 . 

Series differentiarum primarum eft 

a”—a z y a* z —a lz > a> z —a* z , . . . ac-*)*, a <u— a (o-i)z 

feu (a*-i)(a*, a», a? z , a* 2 , .... a(n-i)x) 

Hinc feries differentiarum fecundarum eft 

(a*-i) 4 (a*> a 2 *, ai z , a* 2 , .... a(°-i>, 

Hinc rurfus feries differentiarum tertiarum eft 

(a*-i )*(a*> a**, a 3 *, a* z , .... af“- 4)*, a(*-3) 2 ) 

Item feries differentiarum quartarum eft 

a* 1 , a 31 , av-y .... <£*-&, *C»-4>*) 

&c. &c. &c. 

Gtmratim feries differentiarum «'» mm eft 

(a*-i) m (a*, a», a 3 *, a* 2 , .... aO»-*)*). 

• §.f. 
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§. t. Notari etiam merentur omnium ordinum differentiae /inuum & cofinuum 
arcuum in progrefiione arithmetica crefcentium aut decrefcentium ; & inprimis 
(propter applicationes fequentes) differentiae finuum & cofinuum arcuum juxta fe- 
ri em numerorum naturalium crefcentium. 

Lemmata nota. i°. Differentia finuum duorum arcuum aequalis efl duplo produ- 
fto cofinus dimidiae fummae per finum dimidiae differentiae horum arcuum. 

2°. Differentia cofinuum duorum arcuum aequalis eft duplo producto finuum 
dimidiae fummae & dimidiae differenti» horum arcuum. 

Hoc eft: i°. fin.o — fin. 6 = acof.?^- fin. a — 

2 2 

2°. cof.a — cof.i — 2 fin. fin.--. 

2 2 


applicatio. Sint fin.a, fin. io, fin. 30, fin. 40, fin.50, . . . fin.wo finus arcuum 
juxta arithmeticam numerorum naturalium progreflionem crefceutium. 

Series differentiarum primarum erit 
2fin.Io(cof.?a, cof.fa, cof.Ia, cof. jo, cof/Ja , cof.Ia . . . .) 

Series-diffiatentianim fernndarunuerit . . , - 


— 2 1 fm. 3 |a(fin.20, fin.30, fm.qa, fin.50, fin.6a, fin.ya . . . .) 
Series differentiarum tertiarum 


< — 2 3 fin. 3 Jo(cof.fa, cof.Ia, cof.fo, cof.-ja, cof.Jo, cof.j^o . . . .) 
Series differentiarum quartarum 
+ 2 4 fin. 4 |a (fin.30, fin.40, fin.50, fin.6o, fin.jo, fin.8«* • • •) 
Series differentiarum quintarum 


4. 2 5 fin. 5 i-fl(cof.Jo, cof.fa, cof.ya, cof.y«, cof.Ia, cof.Ia....) 
Series differentiarum fextarum 

— 2 6 fin. 6 |o(fin.4a, fin.50, fin.6o, fin.7«» fin.8o» fin.90....). 
Generatim feries differentiarum ordinis paris im eft 


;3mf,n.amt 0 (fin.(,M4-i)a, fin.(»H-2)o, fin.(m+3)o, fin.(»*+4>, fm.(m+5)o . . ; 

cum alterutro figno ±, prouti m eft 

Series differentiarum ordinis imparis 21» 4 - 1 eft 

a^ufin.^HjaCcof.3^0, cof.^o, cof.ya, cof.ya, cof. 2 -^ . 
3 2 2 2 2 2 

cum alterutro figno ±, prouli m eft ^p^ pat - 


) 


...) 

*•. Sint 
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2°. Sint cof.o, c6f.2a, 001.30, cof.40, cof.50, cof.6a , . . . cor.ua, cofinus arcuum 
juxta feriem numerorum naturalium crefcentium. 

Series differentiarum primarum eft 
— 2fin. ffl(fin.fa, fin.fa, fin.fa, fin.fa, finfffa, fin.Ja....) 

1 

Series differentiarum fecundarum eft 

— 2 5 fin. 3 2a(cof.2o, cof.30, cof.4a, cof.sa, cof.6a, cof.fo....) 

Series differentiarum tertiarum eft 

+ 2 3 fin. 3 Ja (fin.fa, fin.fa, fin.fa, fin.fa, fin.fa, fin.ga....) 

Series differentiarum quartarum eft 

2 4 fin. 4 ja(cof.3a, cof.4a, cof.ja, cof.6 o, cof.7a, cof.8«....) 

Series differentiarum quintarum eft 

— 2 s fin. 5 fo(fm.fa, fin.fa, fin.fa, fin.fa, fin.fa, fin.fa....) 

Series differentiarum fextarum eft 

— 2 6 fin. 6 fa(cof.4a, cof.sa, cof.60, cof.70, cof.8a, cof.go....) 

Generatim feries differentiarum ordinis paris 2 m efc 

2 Jn1 fm. 3m Ia(cor.(»K-f-i)a, cof.(*7»+3)a, cof.(m-f 3)0, cof.(i»-f4)a, cof.(«+5) a • • ■ ) 

cum alterutro figno ±, prouti m eft f" 

impar 

Et feries differentiarum ordinis imparis am-f-i eft 


2w4-ir 


) 


aam+ifin.J^+iia (fin.^tifl , fin.^tZa, fin. 2W ^ a, fin. 

2 2 2 2 

cum alterutro figno ±, prouti m eft paf . 

Scholium. Omiflo faftore 2 m fin. m fa, feries harum differentiarum fiicceflivarum , 
pariter atque ipfae feries primitivae , periodice in fe redeunt, aut funt fempcr diverG»; 
prouti arcus a & dimidia circumferentia commenfurabiles, aut incommenfurabiles 
funt. 


Monenda de comptndiofo differentiarum Ji/mbolismo. 


In fequentibus, compendii & majoris impreffionis facilitatis caufa, differenti* 
ordinum fucceflivorum potentiarum numerorum naturalium, quarum exponens at, 
plerumque defignabuntur, ut fequitur: 

*** 2 Di/Fe* 


f 
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Differentiae 

2 <i» * m - 2(»-l) m +C*-2) m 

3«:* » m - 3(»-i) m +3(*-2) m -(«-3) m 

4 « » m - 4(*-i) n, -f 6(«-2) m -4C«-3) n '+Cn-4) m 

51 * n m . 5(«-i)"4-io(u-2) m - ioC«-3) m +5(«-4) m - («-5) m 

• * 

f'* »». + F(n-(p-i))™±(>’.-p) m 

1 12 1 

‘Caput C. 

De Jummis potejlatum numerorum aquidifferentiunr. 

^Jurnmae poteftatum numerorum aequidiflerentium (quos inter feries numerorum 
naturalium primum tenet locum) adeo frequenter calculos fuperiores ingrediuntur, 
ut ftrictim de illis in hac introductione dicere confultum duxerim. 

Plures mathematici variis modis eas indagarunt atque expofuerunt. Cum autem 
fcopus in hac traftatione milii praecipue propofitus fit illius ad limites dictarum 
fummarum appli catio : nulla meth odus po tior & huic. fini. nudius accommodata fe 

mihi obtulit, quam ea, qua ufus eft fagaciffimus Pascal in eleganti opufculo, cui 
titulus: Potejlatum numeruarum fumma (quod pag. 34 fqq. infertum eft libro ipfius in- 
feripto: Trabi du triangle arithmetique. Paris 1665.); & qua poteftatum cujuslibet or- 
dinis fumma ad fummas potentiarum ordinum inferiorum reducitur. 

§. u. Lemma. Sint a & a+d duo numeri ad potentiam quamlibet evefti, cujus 
exponens r. Differentia («+< 0 , “' #r harum poteftatum (per §. e .) erit 

'ae-ld-L r. 4 - . ,!—?a<*- 3 d 3 + . r : 3 q<-id* + . . . - • 1 lAa 1 d I -a-\- Torfr-l-f- <P. 

1 12 i 3 14 12 1 

§. v. Sit feries terminorum aequidiflerentium, quorum minimus fit a, diffe- 
rentia communis d, & numerus n. 

Sit (compendii caufa) /W fumma poteftatum , quarum exponens r , terminorum 
jilorum inde a primo a usque ad n lum a+(«-i)d. Accipiatur etiam eadem poteftas 
termini n-\-nd ultimum fequentis. 

Sumtis differentiis poteftatum ejusdem exponentis quorumlibet duorum termi- 
norum contiguorum, erit (§. u.) 

(a+dy 


Defignatio compendiofa 
d"(«® . . . (n-2) m ) 

. . . (n*3) m ) 
^”(» m . • , (i*-4)™) 
d '(«m . . . («-5)*). 

d p (» m . . . (»-p) m ). 
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(n+-rf) r -a* 

is-at-id 

I 

+5. lllar-sd* 

I 2 

+r.. 

i 

.— o»-3d J . . . . 
3 

+ -ade-l 

I 

+ * 

(n+arf) 1 - C a +‘0 r 

—-(a+d)’-U 

+r.^(a+d)r-2<f» 

I 2 

+- r .. 

i 

. . . 

+ ^(a+d)d*-t 

+ <t 

(n+3d) r - (o+2<0' 

=T(a+2<0'-Jd 

+-■— («+2(0^* 
I 2 

+- r .. 

i 

.^0*+2<0'~3d’ ... 
3 


+ d< 

(a+qa)' - («+3 rf ) r 

=r(<H- 3 i)'- «d 

+r. r l!(a+ 3 <f)r-2 ( i* 

+ r 

— (o+^d)e~id 3 ... 
2 

+ ^( a +3‘fV r " 1 

+ rfr 


« • • 

Co-K"-2) rf ) r -(«+( a -3>0 r =^+(n-3)<0^ ,(/ +^ I ( a +("-3)'O r - jrf? + ~.: r '^(a+(n- 3 )dy^d \ . . -f- ?(a+(n- 3 )d)<fi-l+d' 

(a+(n-i)rf)' - (<J+(n-2)rf)' =:( n -K«- 2 )rf)^+J • ~(aHn-2)dy-id 3 +^..^(a+(n~2)d)r-id ^. . . +?(a+(*.2)d)d*-i+ l » 

(o+»J)' - (a + (n-l)d) r =^(fl+(«-i>O r -irf+- r - ~(a+(n-i)dy-»d a + ^.■. r ~(a+0i-j}dy-3d\ ■. + ^(«+(n-l)<f)^if„T 

Summa omnium priorum membrorum harum aequationum eft (a+s<f) r — a'. 

Et fumma omnium pofteriorum membrorum eft 1 

Id f.na'-i + T . r JL^d' x f.na'-i + T. . X^d 3 fua?-3 + I. . + +-dfif.na+nd > . 

i 12 1 3 1 4 i 


Hinc Id/M *- 1 = (n+riy - « r - (j • ~ d-f.m « + - r ... ^d*f. na <-i + . . . . +;.V.;„ 0+ nd y J 

unde -"pri/nn' = (rH-nO^ 1 — « r l ' 1 — (~ • +“. . !~d*f.tu ^»+. .. .+ '~-d'f,na+ud'+l\ 

Et fic' fumma poteftatum cujuslibet ordinis per legem omnino regularem ad fum- 
mas poteftatum omnium ordinum inferiorum reducitur. 

§. x. Exemplum. Series numerorum aequidifferentiura fit feries numerorum 
naturalium ab unitate usque ad »; ubi «= i , d— j. Et fit fn* fumma poteftatum 
ordinis r primorum n numerorum naturalium. Fit 


't> = £ . . .!^5«+!+!. . .Sfcw . . . . + !»(*.). 


r— l. Fit 2 /« 
r — i 


3 J.„ ~(n+i) a * I -*i = o-n+i 


*** -5 


^3 


/ 


\ 
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r — 3 
r =4 
r =5 
r=6 


4/» 3 = (h+i) 4 /h* + /nW) = n*. (n-fi) * 

'>•1.2 1.2.3 ' 

5 /« 4 =(»+i) 5 - 1 -(X±/n 3 + 5 rV» a +i-^ /»+ A 

'>1.2 1...3 1...4 y 

6/n 5 = («-I-I )* - 1 . ( *^/S,«+£±* /» 3 +^/» J 4-!b^/»4-A 
M.2 I...3 1..4 I ...5 >/ 

7/» 6 = C»+i) 7 - 1 - f 7 — /»5+I^/» 4 4-7^/»3+ b^/n^+T^i/w+A 
^1.2 1...3 1...4 1...5 1...6 > 


§• y- Ad fcopum noftrum pertinet obfervare, quod 
fn = An 1 -{-Bn 

> s <= y?» 3 + 5 » 5 4 -r» 

y» 3 = ^» 4 4 - 5 n 3 +Cn 5 +Z?» . 

/n 4 = ./& s 4 -J?# 4 -t-C# 3 + 0 » s -f£W •) « 

y>i 5 — ^b®4--5b 5 H-C» 4 xO» 3 +£o 2 +^5* •« « . 

>® =» Ani+Bn b +CnS+Dn*+En*+W+G» 


ubi A—\^ 
ubi A=\ 
ubi A=\ 
ubi A=\ 
ubi A= | 
ubi A=\ 


fn r = An'+i+Bn' +C«f-i4-D»^^fi^ J +-^’ flr- ' i +G» r *5...+Ln J 4-Abi, ubi L -. 

Quod ad reliquos cotffficientes attinet: B efl: conflans, nempe = \- Caeteri autem 
C, D, E... . L, M pendent ab exponente variabili r, juxta legem quamdam, cujus 
evolutio ad fcopum praefentem non pertinet; & de qua videatur inter alios Jac. Ber- 
NOULLI Ars conjtftandi pag. 97. 

Cap d t D. 

De Jimbu s et cofinibus arcuum multiplorum , et de finumn in factores 

refolutione. 

.- §. a. Lemma notum. i°. fin. (a-f-6) = fin. a coO+ cof.afin.fr 
2°. cof.(a-ffc) = cof.acof.6 — fm.afm.fr 

§. aa. Ex his duabus formulis deduci poliunt exprefliones finuum & colinuum 
arcuum, qui multipli funt alicujus arcus propofiti. Scilicet 



i°. cof. 
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1 °. cof. 2 «(=coC.(a+a)) = cof. a a-fin. a a fin. 2 a(=fin.(o+a)) =s 2 fin.acof.a. 

a°. cof.3«(=cof.(2fl+a))=cof.2ocof.fl-lln.2flfin.a fin.3o(=fin.(2fl+fl))=fin.2flcof.a+cor.2fl/in.a 
= cof. 3 a = 3fln.acof. s a 

— 3Cof.afin. a a — fin. 3 o. 

3°. cof.4<=cof.(3a+a))=cor.3flCof.a-fm-3flfm.a fm.4a(=fin.(3a+a))=fin.3flCof.n+cor.3afin.a 
=cof- 4 a =4Cof. 3 ofin.a 

— 6cof. a afin. a a — 4Cof.ofin. 3 a. 

+ fin. 4 a 

4 e . cof. 5 o(=cof.( 4 a+o))=cof. 4 acof.a-fin. 4 afin.a fm.5a(=fin.(4a+a))=fin.4acof.o+cof.4ofin.a 
=Cof. 5 a =5Cof. 4 afin.a 

— iOCof. 3 a fin.*a • — iocof. a afin. 3 a 

+ 5 cof.afin. 4 a + fin.*a. 

5°. cof.6o(=cof.(5a4-a))=cof.5acof.a-(ln.5afm.a fin.6a(=fin.(5a+a)).=fin.5acof.fl+cof.5afin.a 
=cof.6a =6cof. 5 afin.a 

— i 5 cof. 4 afin. a a — 2 ocof. 3 afin. 3 a 

+ i 5 cof.*afin. 4 a + 6cof.afin. 5 a . 

— fin. 6 a. 

Exempla haec fufiiciunt ad indicandam legem harum expreffionum , qua fit 


cof.2wa = cof.- m a fin.2'«a = — 'cof.^-Ja fin.a 

i 


2 tn 

. cof. 2 m- 2 a fin . 3 a 

2M 

,2!!!l?Cof. 3m -3a fin. 3 a 

i 

i 

2 

I 

3 


. ,£^3cof. am_ 4afin. 4 a 

. 2W 
+ — .. 

_w- 4 co |- 3m _- a f in s a 

i 

4 

I 

5 

2 tn 
1 ' 

. .^!l5cof. 3m -^afin. 6 a 
6 

__ 2« 
I 

— cof. :m_ 7a fin . 7 a 

7 

+ - 

* • • a 

+ ; 

- 


2W-1 r * r 

col, 3 fin 

2m 

+ 

■ 2W 2 cof. 3 afin. 3m_ 3a 

i 

2 

I 

3 

+ fm.iwvj 

±— cof.a/in.s*-ia 


i 


cof. 
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= cof.- m +ia 

rm.(a7,+i>= ^i^ticof.fnafin.'» 



— 3»+I 2W-I cof, jnr|-j a fin. Jfl 

1 

2 

I 3 

1 2 'n-hl 

. , -*- 2 CO f2m-3<, flfl. 

, 2 m+t 2M-3 f 

T *" ' 

I 

4 

t — — “• • • un. <1 

I 5 

2W"fl 

. ~' n icof.»^-5afm. 6 a 
6 

_ 2OT + I 2, »-5 t . Q r,-, 3fin 

1 

1 6 

+ - 


+ 
> • 1 

1 

1 

1 

4. 2»>4 -i 

. . 2 _ M ‘ I cof. 3 a fin.3 rn -2a 

q- 2«+l _ 2m C0 [ i a fin.3ro- l a 

— I 

3 

1 2 

+ ~~i.cof.afin.3“’a 

I 

+ fin. 2 "^ 1 »- 


Demondratur (autem modo mathematicis familiari: quod, li haec lex obtineat pro 
exponente quocunque propofito, eadem etiam valeat pro exponente unitate majori. 
Sed lex locum habet pro exponentibus 2 , 3 ... 6 : ergo & locum habet pro exponente 
feqirtmte 7; inde pro exp u ne nt t rgr fic d e inc e p s . 

§. ab. Termini igitur, quibus expredio cofinus arcus m? 1 ' arcus 0 condat , funt 
termini alterni binomii (cof.z-f fin.s)*"; fed alternis vicibus, a primo inde, lignis + & 
— affe&i : & termini , quibus condat expredio finus arcus ejusdem wiP>' funt reliqui ter- 
mini alterni ejusdem binomii, alternis vicibus a fecundo inde lignis -f & — pariter 
affefti. 

Quoniam autem dimidia fumma potentiarum ejusdem exponentis m fummae a -f b 
& differentiae a — b duarum quantitatum realium a & b condat terminis alternis bino- 
mii (o-N0 m , a primo inde, iisque ligno + affeftis; dum dimidia differentia harum pote- 
datum continet reliquos terminos alternos etiam pofitivos : ut expredio cofinuum ar- 
cuum multiplorum reduci podit ad fummam potedatum fimilium fummae & differentiae 
cofinus & finus arcus fimplicis; finus hic affici debet cofcfficiente tali, ut potentiae 
ejus impariter pares figno — afficiantur, potedates vero pariter pares maneant poli- 
ti vae. Quod fiet, fi loco cof.a+fin.z fubdituatur coLz + (in.zY'-i; unde ad hanc de- 

(cof.a-ffin.s^-i^d-fcof.s— fin-s»^- i) m 

z 

Evo- 


ducimur expredionem cof.tnz = 
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Evoluta autem duarum poteftatum (co(> 4 -fin .3 >'’-•! ) m , (cof.s-fia.»> / *-i)ni diffe- 
rentia, omne? ejus termini afficiuntur coifficiente imaginario Y' — t; unde, ut expreflio 

maneat reaiis, inferimus fm.«* = (cof.»+fin.s^-»)"» MCco to-Jin.»^-,)"» . 

zY -x 

Quodfi enim exprefliones hae verae fmt pro exponente quodam m , eaedem etiam 
valent pro exponente unitate majore «-{-i. 

Etenim • 

Cbf.(*»+i)z = cof.witfcof.s- ffn.mafin.2 

= (cof.g+fm.^^-Q^Ccof.s- (cof.2-pfin.»v / ’-i)-K cof.s-fin.8v^-i) 

2 / • 2 ~ 

. (c of.a+ffn.s v^-i) " 1 — (cof. 3 -fin.av ,, -i )" 1 w (cof.2+fin.2v'"-i)— (cof.a-fin.av^-1) 

2YrI _ X 1 2V^-I ” 

Quae fumma reducitur ad ^+^lj )^ 1 +(cor.2 - Hn.^- Qjgi , ^ propofitum 

Eodemquemodo fit fin.O+i)* = Ccof.a+fin.a^- 1 j™+t-( C of, s - fin.av^- 

aY - 1 

Ob/crvatio. Exprefliones liae imaginariae (quae in calculo inprimis integrali, & in 
ferierum fummatione frequentiffime ufurpantur) mera funt figna, majoris calculi faci- 
litatis gratia ab mathematicis introdufta. Partes earum (cof.z + fin.sK'-i)m f eor _ 
fim fumtae omni fenfu carent; & operationes his fymbolis juxta regulas calculi litte- 
raljs ad eas extenfas inftitutae eatenus tantuin quantitates reales ultimo exhibent, 
quatenus termini imaginarii, quos exprefliones illae continent, fefe mutuo deftruunt. 
Scilicet aequatio 2 a = (o+d) + (a— d) femper obtinet, quidquid fit d; ideoque etiam fi 
d involvat fignum impoffibilitatis, quod utramque expreffionem a+d, a—d pariter im- 
poffibilem reddit. ‘ ' • . 

■ k 

§. «. Quoniam mf :-a= 

^ n„ _ (cof.z+fin.z Y'- 1 ) — (cof.s -fm.zY'- 1 )* 

2Y'-J. 

erit zcof.mz =(coCz+fin.zJ''-i) rr -l-(cof.z-fin.zY'-i) m 
et 3 fin.maK'-x = (cof.2-j-fin.sK’-i) m — (cof.a-fin.s^-1)"* 

**** Unde 
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Unde fit 

(cot.z+Cm.zV ' - i) n '=cof.ms+fin.w 3 > / ' - r 

et 

(cof.s-lin.sK'- i) m = cof.iH3-fin.ni2> / "- 1 *’ ' 

1 

Hinc 

Cof, 3 +fin. 3 >^ - I S= (COf.M 3 +fin.m 3 J / ' - X) m 

. ' I 

et 

cof.z - fin.s/"- 1 = (cof. mz - fin. mzV '- 1 ) m 

f 1 

Unde 

— X 

rr f j _ ( cofims+fi n . mzY '- 1 ) m +(cof. «8 - fin. •* «V" -i)" 


2 

1 . .• 1. 

j. (cof.ms+fin.nsV^ -i) n — (cof.o> 3 - fin.ws^-i j" 1 

2 V"-i 


Proinde eadem lex, quae valet pro finibus & cofinibus arcuum multiplorum, pa* 
riter valet pro finibus & cofinibus arcuum, fubmultiplorum. 

ad. Theortma Colrjutnum (a fagaciffimo ejus auftore denominatum) illud eft, quo 
demon liratur, funftiones utriusque formae a"±A" in laftores binomios aut trinomios 
refolvi modo fequenti; ‘ 


1°. a* n -t-Li* = (aa-2abcot. l^-jr+bb) 

ajn+i-pfcjn+lsKffff') X (aa-2fltcof>— 2 --7T-tft6) 

X (aa-Zabcoi^Tr+bb) 

X (fla-2af>cof. ^ tt+ 4 i>) 

2»+I 

X (aa-a^cofi-i 7T+W) 

X 

X (aa-2aAcof.— ■x+bb’) 
2»+l 

* • 

* • 

X(o«- 2 aScof. 2 ?!? 7 r 4 . 5 A) f 

2 » . 

X (oa*2aScof.— ”, "■n^-bb') 
2 «+I 

X (aa-aaicof.f^Tr+W) 
’ 2» 

20 

X (aa-2aicof. 

3 0 . a iD -bi’>=(aa-bb) X (oa-saAcof.— 7T+A6) 4®. 

2» 

ajn+i -^ 3 B+I=(a-i) X (oa-2oicof. -^j— 7T+A&) 

X (aa- 2 «*cof.- 4 -^r-pW) 
• in 

■ X 

X<«a-aaAcof. — tt+W) 
2« 

• J. 

X (oa-2of>cof.— t-^r+W) 

v 21H-1 

X (aa-zabcoL _^_7r+66) 

v 2*H 

: 

* • 

X (on-aoAcof.^lV+iA) 

X («a-2aicof. 2 "‘V+A6) 

2B 

• • 

* X (ao-2aicof. 

X (a»-2aoCof. 

Theo- 

■ 
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Theoremati huic demonftrando (quod a variis au&oribus praeditum efl) non im- 
moror; quamvis talis ejus demonftrationis compotem - me e (Te credam, quae fnnplicitate 
fua fefc commendat. Pergo ideo ad illius applicationem, quae deinceps utilis erit. 

§. ae. i°. In prima formula fiat a = b =* i; ' . 

fit a = 2(1 — cof.— 77) 

• 2 » 

X 2(1 — cof,— V) 

* ' 2n 

X 2 (l— C 0 f.— 77 ) 

2» 


X 2(l — cof. 2^77) 
: 3 -a 

X 2(1 —cof. 

2» 


4* fin.*— p fin. * — p fin. * i-* . . . fin. * — 3 p fin. * 
2« 2» 2ir 2» 

2" fin.-- — 1> fin .— p fin. 

2 » 2 » 

2 0 . Ex fecunda formula fit pariter 


2 W-I 
2H f 


Unde 2 = 2" fin.— I— pfin— ^-ffin.JL o, ,, fin. p fin, 2H llp 
2» 2» 2» .2» 2» f 


= 2" fin. — — fin. — 4 - / fin, p . 


, fim^LL^fin.— « 
20+1 


2«H-lf’ 


2«+I 2«+I 2»+r 

3°. 0»n_ biB x ( aa .6t,)(ai«-2+an~4bb+a3n-6b* + . . . +0*^20-44. ^jn-2) 

Hinc a 2 n- 24 -flSn- 4 fr 6 + o 2 n -< 6 4 -J-... 4 -a s ^ ,>- 4 -f = (aa-aa6cof.lT-f66) 

» 

X (aa - 306 Cof.i p + bb) 
X(aa-2a6cof.— 77 + 66) 


X (aa-zab cof.— 774. 64 ) 
n 

X (a a - 2 a 6 cof,^ 7 T-f 66). 
n 


Hinc faftis a =6=1: ■=4 I »-ifin.*I^fin.*-pfin. , ip . . , fin. s ^pfin. a — l p 

# •’ B tl • » 

«t yas=x»-i fin. - p fin. - p fin. 1 p . . . fin. — p fin. — p- 
n h n n ^ 1» 


A°. Ex 
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' 4 °. Ex quarta formula fit pariter . ■ 

r( 2 »+ i) =a a"fin, -2 — —p . . • fin. 2 ” — pfin.-^!_p. 

an+i an-f-i a«+i • a»+i a»+x 

* §• a f- Poft Cotrf.unr theorema fpfius fuit amplificatum , & formula quoque 

oi° + a«* 4° cof.^ + 6* n refoluta in faftores, ut fequitur, prouti n numerus eft: par aut 


impar : 

i°. o4“— a^isncof.aip+M" 

= (aa - iab cof. + 66) 

2n 

X («a - iabcof. -f 66) 


a» 

X (aa - aaAcof.^i^ + bb ) 
a» 

X(ofl-2a6cof. 
x(aa-aa6cof. 


X (aa - sabcof AA ~ + 66) 

an 

• 47r4-aip 


fl°, ain+2.jflii+l6 n +rcof.2ip + 64 n +2 
= (aa -2a6cof.— ^ — |-66) 

. »B + 1 * 

X (aa- aab cof. 37r ~ a ? -f 66) 

3» + l 

X (aa - ao6 cof. a ^ -f- 66) 

• x ( , s»-hi ! * 

X (aa - 2« b cotA^+bb) 

V*\ ^ 


nn 


66 ) 


X (aa-2a6cof. 4 * W) 

: 


X (aa-aa 6 cof.^ 5 ! 3 > 2 HT 66 ) * “ 
an 

X (ag-2a6cof/ an ~ S ^'^ — +66) 

2» 

X (aa-iabcot. ~ n7r . + 66) 


X 


an+i 


+2Sf 


■2» 


x (aa - zabcot + bb ) / 

X (a« - aaicof. 2n7 **'? ! P 4. 66), 
v 2»+x 
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Caput Primum. 



De Limitibus Quantitatum et Rationum , feu de Methodo 
Exbaujiitmis. 

§• x. 

Definitioni i. i°. Vi quantitas mutabilis femper minor fuerit quantitate 
dati (mutabili fcilicet homogenea, quod deinceps femper fubintelligatur) ; fed 
ita augeri poterit, ut major fiat quacunque quantitate dati, quae minor eft 
prima quantitate dati (& tam cum hac quam cum mutabili homogenea, quod 
pariter deinceps femper fubintelligatur): haec prima quantitas data, dicitur 
Limes Quantitatis mutabilis crtfceniis. 

2°. Et fi quantitas mutabilis femper major fuerit quantitate dati, fed ita 
minui poterit, ut minor fiat quacunque quantitate dati, quae major eft prima 
quantitate dati : liaec prima quantitas data dicitur Limes Quantitatis mutabilis 
dttrefcentis. 

3°. Si ratio mutabilis femper minor fuerit quam ratio data; fed ita augeri 
poterit, ut major fiat ratione quacunque dati, quae minor eft ratione prima 
dati : haec prima ratio data dicitur Limes Rationis mutabilis crefi entis, 

4°. Si ratio mutabilis femper major fuerit quam ratio data ; fed ita minui 
poterit, ut minor fiat ratione quacunque dati, quae major eft ratione prima 
dati : haec prima ratio data dicitur Limes Rationis mutabifis decrefcentis, (o) 

E re effe cenfeo definitiones has nonnullis exemplis illuftrare. 

Sit progreffio geometrica decrefcens: i , p, p 3 , p 3 , p 4 /> a ~r; in 

qua proinde p eft minor unitate. Summa n primorum terminorum hujus pro- 

gref- 

(a) Definitiones hae, pariter ac propofitionea nonnullae hoc capite expolit*, defumptc 
funt ex Opulento R. Simson, inferipto: De Limitibus Quantitatum & Rationum 
Fragmentum ; quod reperitur inter Opera pofthnma infignia illius Geometrae , impen- 
fis Viri eroditiiTimi , & fcientiarum mathematica tam fautoris generoUlfimi Comitis 
Sxakhovs in locem edita : Glasguse 1776. 

A 
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ereflionis eft : = -J J-L-. Ideo fumma quotcunque terminorum 

6 i—p i — p i— p 

hujus progreflionis minor eft quantitate — — -• Atqui, auctd n, quantitas p", 

& ideo etiam quantitas , poteft fieri minor quacunque quantitate datd; 

ideo auantitas - 1 — poteft fieri major quacunque quantitate data, 

n i— p i P 

quae minor eft quantitate datd Hinc quantitas dicitur limes va- 

loris cum numero terminorum continue crefcentis, quem lumma progreflionis 
illius geometricae obtinet. 

Idem valet de fummis nonnullarum aliarum progreflionum . quales funt 
feries numerorum figuratorum reciprocorum, aut aequimultiplorum five fub- 
multiplorum eorundem. 


Sit v. gr. + — + j7^ + + **7‘ 

Erit S — [ — [ 



+3 +I_* 

• + 4 , ?__« 

+ J — S 

+! 


•+n- 1 


n— j.a 


’ n,n+i 


<» 


= I 


I 

n— I 



I 

n-fi I* 


Auft6 «; quantitas — poteft reddi minor quacunque quantitate propofita. 
Ideo i limes eft fummae crefcentis progreflionis illius. 

Diftinftlo inter valorem & limitem quantitatis per incrementa continui 
minora mutabilis apte illuftratur exemplo fpatiorum afymptoticorum ; quo- 
rum magnitudo faepe limitatur, quamvis aliqua dimenfionum eorundem fine 
fine crefcere poflit. Sic fpatium inter duas lineas ordinatim applicatas curvae 
, loga- 
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logarithmicse (ad Afymptotum tanquam Axem relatae) comprehenfum , accu- 
■rate aequale eft reftanguto fafto ex fubtangente & differentia illarum appli- 
catarum. Atqui minor harum ordinatarum poteft reddi minor linei quacun- 
que magnitudine dati; proinde major harum ordinatarum limes eft differen- 
tise crefcentis earundem. Et reftangulum faftum ex fubtangente & majori 
ordinata, eft limes fpatii logarithmici crefcentis, quem fpatium hoc nun- 
quam attingit , fed ad quem accedere poteft propius quam fpatium quodcunque 
dato praedicto rectangulo minus. 

Exemplum 2 <,um . Demonftrante Archimede (A Sphcera &* Cylindro ) 
licet circulo infcribere & circumfcrjbere polygona ordinata cognomina feu 
fimilia , quorum ambitus & fuperficies ab ambitu & fuperficie circuli dif- 
ferunt minus quam ulla linei aut ulli fuperficie aflignati. Jam vero am- 
bitus & fuperficies circuli majores funt perimetris & fuperficiebus polygo- 
norum infcriptorum; minores vero perimetris & fuperficiebus polygonorum 
circumfcriptorum. Ideo ambitus & fuperficies circuli funt refpeftivi limi- 
tes perimetrorum & fuperficicrum (crefcentium aut decrefcentium) polygono- 
rum ordinatorum, quae circulo infcribuntur , aut eidem circumfcribuntur. Eo- 
dem modo fe habent fuperficies & capacitates cylindrorum, conorum, fphse- 
rarum , ad fuperficies ac folida prismatum, pyramidum, polyhedrorum, illis 
infcriptorum aut circumfcriptorum. 

Item : Ratio aequalitatis limes eft rationum crefcentium aut decrefcen- 
tium, quas perimetri aut fuperficies polygonorum regularium circulo infcrip- 
torum aut circumfcriptorum habent ad ambitum & fuperficiem circuli. Idem 
valet de rationibus, quas cylindri, coni, fphaerae habent ad prismata, pyrami- 
des, polyhedra, ipfis infcripta aut circumfcripta. 

Exemplum 3«“". Sit curva quaecunque ad axem aliquem relata. Reftae 
huic axi ordinatim applicatae continuo crefcant; a zero usque ad maximam 
ipfarum, quae fumatur pro bafi. Axis dividatur in partes quotcunque inter fe 
aequales. Per omnia puncta divifionis ducantur ad curvam reftae axi ordi- 
natim applicatae. Super bafi & omnibus rectis ordinatim applicatis conftruan- 
tur verfus verticem parallelogramma , quorum altera latera fint partes aequa- 

A a 1 es 
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1 

4 

les axis. Haec parallelogramma dicantur curva» circumfcripta. Pariter fuper 
omnibus rcftis ordinatim applicatis bafi parallelis conftituantur parallelogram- 
ma ad partes bafis, quorum altera latera fint partes aequales axis. Haec pa- 
rallelogramma dicantur curvae inferipta. (Vide Fig. i* m .) 

Exceffus qufl fumma parallogrammorum circumfcriptorum fuperat fum- 
mam parallelogrammorum inferiptorum; aequalis eft parallelogrammo circum- 
feripto omnium maximo. Atqui bafis hujus parallelogrammi datur magnitu- 
dine : ergo, imminuti altitudine, parallelogrammum hoc poteft fieri minus 
quocunque fpatio dato. Ideo differentia praedictarum fum marum poteft fieri 
minor quocunque fpatio dato. Jam vero fuperficies curvae major eft fum- 
m‘i parallelogrammorum inferiptorum, fed eadem minor eft fummi parallelo- 
grammorum circumfcriptorum; & quantitas, qui ab alterutra harum fura- 
marum differt, minor eft differenti!! mutui prediftarum fummarum. Ergo 
figura curvilinea limes eft, tam fummae crefcentis parallelogrammorum ipfi in- 
feriptorum , quam fummae dccrefcentis parallelogiammorum eidem circum- 
fcriptorum. 

Rectae axi ordinatim applIcafaF ponantur eidem perpendiculares. Soli- 
dum rotatione praedictae figurae circa axem genitum limes erit tam fummae 
decrefcentis cylindrorum fimul genitorum rotatione reftangulorum curva» cir- 
cumfcriptorum, quam fummae crefcentis cylindrorum iimul genitorum rota- 
tione reftangulorum curvae inferiptorum. 

§. 2. Scholium. Sit quantitas aliqua data limes quantitatis mutabilis cre- 
fcentis vel decrefcentis. Utrique illarum addatur, aut ab utraque fubtraha- 
tur eadem aliqua quantitas. Prior fumma, aut prior differentia, limes etiam 
erit pofterioris fummae, aut differentiae, crefcentis vel decrefcentis. Si vero 
utraque quantitas ab aliqua eadem quantitate fubtrahatur : prius refiduum 
limes erit pofterioris decrefcentis aut crefcentis. 

Nempe denotet AB quantitatem datam, quae limes fit quantitatis mu- 
tabilis v. gr. crefcentis AX. Utrique illarum addatur , aut ab utraque fubtra- 
hatur eadem quantitas AC aut AC ' : prior fumma CB , aut prior differentia 
C'B, limes quoque eft crefcentis pofterioris fummae CX, aut pofterioris dif- 

feren- 
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ferenti» C'X. Si vero utraque illarum fubtrahatur ab eadem quantitate AC’: 
prius refiduum C"B limes eft pofterioris refidui decrefcentis C’X. Quod per fe 
patet. 

3. Theorema. Sit quantitas data limes quantitatis mutabilis cre Icen- 
tis vel decrefcentis. Dico rationem squalitatis limitem efle rationis decre- 
fcentis vel crefcentis, prioris quantitatis ad pofteriorem. 

Nempe. Sit quantitas data AB limes quantitatis crefcentis v. gr. AX 
Dico rationem Ab : AX pofle accedere ad rationem «qualitatis , propius quam 
ad eam accedit data qu»cunque ratio majoris ad minorem. 

Dmonjlratio. Quscunque detur ratio majoris ad minorem ; fiat ipfi «qua- 
lis ratio AB ad AD, qu* minor erit quam AB. Et fiat AXt> AD (quod 
poflibile eft per hyp.) Erit AB : AX < AB : AD. (a) 

Eodem modo demonftratur de altero Limite. 

Vicijjim fi ratio «qualitatis fuerit limes rationis decrefcentis aut crefcentis 
alicujus quantitatis dat» ad quantitatem mutabilem : Dico quantitatem datam 
limitem efle quantitatis mutabilis crefcentis aut decrefcentis. 

Sit (ex. gr.) ratio «qualitatis limes rationis decrefcentis quantitatis dat» 
AB ad quantitatem mutabilem AX- Dico: quantitatem mutabilem AX pofle 
fieri majorem quacunque quantitate datA AD, qu« minor eft quam AB. 

Etenim per hyp. ratio AB : AX poteft fieri minor ratione data AB : AD 
majoris ad minorem. Fafturn fit: et cum AB : AX < AB : AD 

erit AX > AD. 

Eodem modo demonftratur de altero limite. 

Exempla. Cum perimeter & fuperficies circuli limites fint perimetrorum 
& fuperficierum crcfcentium aut decrefeentium polygonorum ordinatorum, qu» 
circulo inferibuntur & circumfcribuntur: ratio «qualitatis eft limes rationum 

A 3 decre- 

(a) Quoniam demonftrationes plerarnmqne pro politionum hoc Capite evolatarum inse- 
qnalium rationum proprietatibus nituntur: fi cui non fuerint fatis notae; ille adeat 
eximiam Di Certationem inferiptam : Propojitionum de Rationibus inter fe divtrfie 
DemonJlrationej , ex /olis Libri V . Eliment, definitionibuj (/ propofuionibus da- 
duUie; quam Prsefide celeb. Prof. PfletOkrek publice propofoit & defendit ornat 
Candid. Hacbeb. Tubing. 1793. 
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(Jecrefcentimn aut crefcentium perimetri & fuperficiei circuJi, ad perimetros & 
fliperficics polygonorum regularium ipfi inferiptorum aut circumfcriptorum. 
Idem valet de fuperficiebus & capacitatibus cylindrorum, conorum, fphaera- 
rum, refpeftu prismatum, pyramidum, polyhedrorum , quae ipfis inferibuntur 
& circumfcribuntur. 

Item: cum area figurae §. i. Ex. 3. Fig. 1, limes fit fummarum cre- 
fcentinm aut decrefcentium parallebgrammorum, quae ipfi inferibuntur aut cir- 
pumferibuntur : ratio aequalitatis eft limes rationis decrefcentis aut crefcentis 
ejusdem figurae ad fummas praedktas. Idemque valet de folidis ibidem comme- 
moratis; & de fummis cylindrorum, qui ipfis inferibuntur & circumfcribuntur. 

I §. 4. Theorema. Sint duae quantitates homogeneae limitum capaces; ad 
quos vel utraque quantitas crefcende, vel utraque quantitas decrefcendo, con- 
tinue propius accedit. Sitque ratio harum quantitatum mutabilium femper 
eadem; feu aequalis rationi datae: dico rationem limitum ipfarum aequalem 
ede eidem rationi datae. 


Kg-3- 



Sint AB, CD, limites duarum AX. CT. Sit 

ratio AX : CT femper aequalis rationi datae m : n : dico rationem limitum 
AB. CD aequalem elte eidem rationi datae m : n. 

i°. Sint AB, CD limites quantitatum mutabilium crefcentium AX, CT. 
Si ratio AB : CD non fit aequalis rationi datae m : n; erit ea major aut 
minor. Tnm vero , priote quidem cafu, ratio m : n aequalis erit rationi ali- 
cujus quantitatis minoris ipfii AB ad CD) altero autem cafu, ratio m : n aequa- 
lis erit rationi AB ad aliquam quantitatem minorem quam CD. Proinde utro- 
que cafu unus ex limitibus minui deberet, ut ratio limitis ita imminuti ad 
alterum limitem fieret aequalis rationi m : n. 

Sit itaque , fi fieri poflit : m : n = AB : CD ( <J CD). Sumatur CT >• CD 
{quod fieri poteft per hyp.) 

Tum fiat n : m = CT : AX 

Atqui n : m = CTf : AB 

. Ergo CT: AX = CD: AB 

, v , Sed CT > CD' (conftr.) 

Ergo AX > AB contra hypothefin; cum AB fit limes 

"quantitatis crefcentis AX. ,0 
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a°. Sint^S, CD limites quantitatum mutabilium decrefcentium /JT, CT. Fig. 3 . 

• • 

Si ratio AB : CD non fit aequalis rationi datae m : n ; rurfus erit ea ma» 
jor aut minor. Tum priore cafu ratio m : n aequalis erit rationi ipfius AB 
ad aliquam quantitatem majorem ipffi CD; altero cafu ratio m : ■ aequalis 
erit rationi alicujus quantitatis majoris ipfil AB ad CD. Ideo utroque cafu 
unus ex limitibus augeri deberet, ut ratio hujus limitis ita aufti ad alterum 
limitem fieret aequalis rationi »> : ». 

Sit itaque m : n = AB : CD' (>CD). Sumatur C2'<CD (quod fieri 
poteft per hyp.): Et fit n : « — C2' : AX 

Atqui n : m = CD’ : AB 

Ergo CT: AX = CD : AB 

Sed CT < CD 

Ergo AX < AB, contra hypotjiefin; cum AB 

fit limes quantitatis decrefcentis AX. 

Ratio igitur m : n neque major e fi neque minor ratione limitum. Pro- 
inde ratio limitum aequalis cft rationi m : n. 

Obfrrvatio. Haec propofitin unum cft ex praecipuis fundamentis methodi 
exhauftionis, qualis fcdulo fuit ab Antiquis exculta, atque ab Euclide & 
Archimede nobis transmilTa. 

En aliquot exempla illam illuftrantia. 

Perimetri polygonorum ordinatorum fimilium , circulis diverfis inferipto- 
rum, funt in ratione data radiorum circulorum, intra vel circa quos deferi- 
buntur. Sed perimetri circulorum funt limites perimetrorum crefcentium po- 
lygonorum ipfis inferiptorum, & limites perimetrorum decrefcentium polygo- 
norum circumfcriptorum. Itaque perimetri circulorum funt inter fe in eadem 
ratione data ; fcilicet in ratione horum radiorum. 

Item : fuperficics circuli limes cft fuperficicrum crefcentium aut decre- 
fcentium polygonorum ordinatorum, quae ipfi inferibuntur aut circumfcribun- 
tur. Sed fuperficies polygonorum fimilium diverfis circulis inferiptorum aut 
circumfcriptorum funt in ratione duplicata radiorum praeditiorum circulo- 
rum. Proinde fuperficies circulorum funt etiam in ratione duplicata radio- 
rum fu orum. ' " - ' i ‘ 

Sint 
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Sint duae pyramides aeque altae, quarum bafes in eodem plano, & quae 
Ctae fint ad easdem partes hujus plani. Altitudo communis harum pyrami- 
dum fecetur in quotcunque partes aequales: per punfta diviftonis agantur 
plana bafi parallela ; & utrique pyramidi infcribantur & circumfcribantur pris- 
mata , ad normam eorum , quas de parallelogrammis infcriptis & circum feri ptis 
§. i. Ex. 3. difta fuerunt. Utraque pyramis limes eft fummarum crefcen- 
tium aut decrefcentium prismatum, quae ipfi inferibuntur & circumfcribuntur. 
Proinde demonftrato, praediftas prismatum correfpondentium fummas inter fe 
«(Te in ratione) data b alium pyramidum; licebit concludere: rationem limitum 
harum fummarum, feu ipfarum pyramidum, aequalem effe eidem rationi datae 
bafium. 

Eodem modo demonftratur: tam cylindros quam conos aeque- altos eflfe 
inter fe uti bafes: cum folida haec limites fint prismatum aut pyramidum, quae 
ipfis inferibuntur & circumfcribuntur. 

Hinc etiam fi cylinder Sc conus aequfi alti eidem bafi infiftant : cylinder 
eft triplus coni. _ __ 

Hinc rurfus fuperficies tam cylindrorum quam conorum fimilium funt ia 
duplicata ratione dimenfionum fuarum homologarum; foliditates autem in ea- 
dem ratione triplicata. 

Hinc tandem fluunt nunquam fetis laudata Archimedis inventa de fuper- 
ficie & foliditate fphaerarum. 

Super diametro circuli tanquam axe deferibatur ellipfis quaecunque. 
Diameter haec fecetur in partes quotcunque aequales; & utrique figurae infcri- 
bantur & circumfcribantur reftangula ad normam eorum, quae §. 1. Ex. 3. 
conftrufta fuerunt. Circulus & ellipfis limites [refpeftiv^ funt tam fumma- 
rum crefcentium parallelogrammorum, quae ipfis inferibuntur, quam fumma- 
rum decrefcentium parallelogrammorum, quae ipfis circumfcribuntur. Sed 
fummae reftangulorum circulo & ellipfi inferiptorum aut circumfcriptorum funt 
inter fe in ratione conflanti prioris axis ellipfis ad axem ei conjugatum. Ergo 
etiam circulus & ellipfis funt inter fe in ratione data horum axium. 

Similiter comparatio inftituitur fphaerae & eUipfoidis, rotatione circuli & 

ellipfis 
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ellipfis circa eundem axem genitarum. Nempe folida haec refprftiv£ limi- 
tes funt fummarum cylindrorum, qui ipfis iafcribuntur & circum fcribuntur. 
Atqui fummae ifbe funt inter fe in ratione conflanti, quas eft duplicata ratio- 
nis hujus axis ad axem ipfi conjugatum: ergo etiam fphaera & ellipfois funt in- 
ter fe in eadem ratione duplicata. 

„ Utilitas pmefentis propofitionis plurimis aliis applicationibus illuflrari pof- 
fet. Sed haec abunde fufficiant. 

§. 5. Theorema. Duae quantitates mutabiles heterogeneae , five crefcen- 
tes ambae, five ambae decrefcentes, fint limitum capaces: et rationes harum 
quantitatum ad duas quantitates datas fint femper inter fe aequales. Dico: 
rationes limitum harum quantitatum mutabilium, ad easdem quantitates datas, 
efie etiam inter fe aequales. 

Sint Q & Q' duae quantitates mutabiles. Sint L &. L' limites harum 
quantitatum fimul crefcentium, aut fimul decrefcentium. Sint C & C duae 
quantitates conflantes. Sit femper Q : C = Q' : C 
Dico elTe L : C = L : C. 

Primus Cafus. Uterque limes L & L lit lunes quantitatum Q & Q' cre- 
fcentium. 

Si non efl L : C = L' : C) alterutra; rationum L :C, L' :C\ major erit 
altera; & proinde minuendus erit antecedens majoris rationis, ut alteri fiat 
aequalis. Sit igitur, fi fieri poffit: L — q: C = L' : C\ 

Fiat Q > L — q (quod fieri poteft per hyp.) 

Erit Q : C > L—q : C 

Sed Q : 'C = Q' : C v (hyp.) 

Et L-q : C = L' : C. 

Ergo Q' : C'> ]J : C 

ideo Ql > Z/ (contra hyp.) 

Secundus Cafut. Uterque limes L & L fit limes quantitatum Q & Q’ de- 
crefcentium. 

Si non eft L: C = L : C: alterutra rationum L: C, L' : C minor erit 
alteri; & proinde augendus erit antecedens minoris rationis, ut alteri fiat 
aequalis. Sit ideo , fi fieri poftit : L + q : C — L' : C. 

. B Fiat 
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Flat 

q •< L+q (quod fieri poteft per hyp.) 

Erit 

Q : 

C < L+q : C 

Sed 

Q : 

C - q' : c' 

Et 

L+q ; 

C *= L‘ : C' 

Ergo 

Q' : 

C' C L' : C' 

et ideo 

Q' 

< L' (contra hyp.) 


Neutra ideo rationum L : C, L ' : C‘, major aut minor eft alter 9 . Proinde hae 
duae rationes funt inter fe aequales; feti L : C = L ' ; C 1 . 

Obftrvatio. Haec propofitio pariter eft unum ex fundamentis methodi ex- 
hauftionis Veterum. Illius ope menfuram obtinere licet plurimorum extcnfo- 
rum, datA menfura aliarum quarundam magnitudinum; uti paucis oftcndam 
exemplis, defumptis a quadratura parabol* conicae, & cubatura paraboloidi-s 
rotatione parabolae hujus circa axem genitae. 

Fig.4. Sit nempe SMAB dimidium fegn entum parabolae conicae, cujus vertex S, 
abfcifla axis SB, & bafis axi ordiuatim applicata AB. Et quaeratur area 
hujus fpatii. 

Per verticem fly-thsftA- tangente SD, compleatur r«a»nguU»m ABSD, & 
jungatur SA refta. Dividatur tangens SD in partes quotcunque inter fe aequa- 
les, quarum una fit PP'. Spatio parabolico exteriori SDAM, & triangulo 
SDA circumfcribantur (aut inferibantur ) reftangula aequd-alta (ad normam 
eorum, quae §. 1. Ex. 3. funt deferipta). Sint PMmP', Pq q P', duo refta n- 
gula fibi mutub refpondentia , fpatio illi & triangulo v. gr. circum feripta. Or- 
dinatae PM, P‘M' occurrant bafi AB in punftis R & R'. 

Concipiatur triangulum SAD, & reftangulum SBAD ; gyrari circa tangen- 
tem SD tanquam axem. Triangulum SAD gignet conum, cui circumfcriben- 
tur cylindri reftangulis Pq geniti; & reftangulum SBAD gignet cylindrum. 

Per naturam parabolae MP : AD — SP* : SD* 

= pq* : AD* 

= pq * : PR * 

= cyL PqqP 1 : cyl. PRR‘P 
Sed MP : AD = MP : PR 

= reft. PMmP : reft. PRKP. 

Ergo reft. PMmP' : rca.PRPP = cyl. PqqP' : cyl. JRRP. 


% 
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Altitudine PP' manente eftdem; termini confequentes omnium fimilium 
proportionum funt etiam conflantes. 

Hinc f. reft. PMmP : f. r eR.PRR’P * f. cyl. PQqP ; f. cyl. PRRP 

feu f. reft. PMm P j ABSD «= f. cyl . PQqP : cyL ABSD. 

Hinc (§. prae f.i) lim.f.reft. PMmP : ABSD »= lim. f.cyLP^yP' : cyl. ABSD. 

Sed (5.1.) lim. f. reft. PMmP = fpatio parabolico AMSD 

et lim. f. cyl. PQqP = cono gyratione trianguli SAD genito. 

Ergo AMSD : ABSD con. ASD : cyl. ABSD 

• Atqui (Arcbim. de cono & cyl.) con. ASD *= J cyL ABSD 

Ergo AMSD — » ABSD 

Et AMSB <= | ABSD. 

Hoc efl: dimidium fegmentum parabolae, abfcifla axis, refla axi ordinatim ap- 
plicata, & arcu curvae contentum, aequale efl duobus trientibus reftanguli cir- 
cum fcripti. 

Porro : Iit SAB dimidium fegmentum parabolicum , quod gyratione fua 3 
circa axem SB gignat fegmentum paraboloidicum. 

Jungatur SA refta. Duftft per verticem s, tangente SD, compleatur re- 
flangulum ABSD. Dividatur axis SB in partes quotcunque aequales, quarum 
una fit PP'. Spatio parabolico & triangulo SAB circumfcribantur (vel inferi- 
bantur) reftangula aeque alta (ad normam §. 1. Ex. 3.). Sint PMmP , PQqp 
duo reftangula fibi invicem refpondentia , fegmento parabolico & triangulo cir- 
cumferipta, & reftae PM, PM, axi ordinatim applicatae, occurrant reftae AD 
in punftis R & R'. 

Per naturam parabolae eft SP ; SB = PM* : AB* 

= PM * : PR a 

= cyl. PMmP : cyl. PRRP 
Atqnl SP : SB = PQ : AB 

=» rp : PR 

= reft. POqP : reft. PRR P 
Ergo reft. PQqP ; reft. PRRP = eyL PMmP : cyl .PRRP. 

Altitudine Pl y manente eadem : termini confequentes omnium fimiliuim 
proportionum funt etiam conflantes. 

B a Ergo 
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Ergo f. reft. PQyP' : f. reft. PRRP = C cyl. PMmP' : Ccyl. PRRP 

feo f. reft. PQqP : reft. ABSD =s f. cyl. PMmP ; cyl. ABSD 

Ergo lim. f. reft. POqP : reft. BSD = lim.f. cyl. PMmP : cyl. ABSD 

Sed (§. i. Ex. 3 .) lim. f. reft. PQqP = trian g.ASB 

lim.f. cyl .PMmP •= paraboloidi AMSB. 

Ergo triang.j4tSft : r e&.ABSD == parab. AMSB : cyl. ABSD 

Sed triang.yJS.il e= xreft. ABSD 

Ergo ------- parab. AMSB — j cyl. ABSD. 

Hoc efl: paraboloides gyratione dimidii (cgmcnti parabolici circa axem fuum ' 
genita eft fubdupla cylindri circumfcriptL 

Scholium, Exempla hrec declarant, quomodo cognita ratione duorum ex- 
tenforum faephis determinari poflit ratio, quam invicem habent duo alia extenfa 
prioribus heterogenea. In priori exemplo, ratio data, quam mu tu 6 habent co- 
nus & cylindrus aequd alti fuper eadem bafi, deduxit ad rationem, quae inter- 
cedit inter dimidium Tegmentum parabolae & reft angulum circumfcriptum ; in 
pofleriori, ratio data trianguli & reftanguli aequ£ altorum fuper eadem bafi 
idem prarftitk pro pa ra bol o id a 

§. 6 . Theonina . Sint du<£ aut plures quantitates mutabiles, quae fimul 
fieri poflint minores quacunque quantitate propolita: dico earum fummam poffc 
etiam quacunque data quantitate fieri minorem. 

Sint x, y, s, v quantitates mutabiles, quarum numerus n, quae 

fimul fieri poflint quacunque quantitate propofita minores: dico, fummam ha- 
rum quantitatum mutabilium pofle fieri quacunque quantitate data 0 minorem. 

Etenim dividatur quantitas 0 in tot partes aequales , quot funt quantitates 
mutabiles. Fiant fimul (quod poflibile per hyp.) fingulac quantitates mutabiles 
una illarum partium minores. Proinde fumma omnium quantitatum mutabi- 
lium minor erit praedifta parte , toties fumpti quot funt quantitates mutabiles , 
feu minor quantitate propofita. 

Corollarium 1. Idem a fortiori valet de differentia duarum ejusmodi quan- 
titatum mutabilium, & de exceffu, quo fumma aliquot ejusmodi quantitatum 
mutabilium fuperat fummam reliquarum. 

Corol- 
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Corollarium 2. Sit quantitas mutabilis , quae minor fieri poteft quacunque 
quantitate data: & ea quantitas multiplicetur per numerum quemcunque n 
(pofitivum). Dico, productum inde ortum pofle etiam minus fieri quacunque 
quantitate propofita. 

Sit n numerus integer: res patet per Propofitionem. 

Si vero n non fit numerus integer : fiat produftum ex quantitate mutabili 
per numerum integrum, ipfo n proxime majorem, minus quantitate data: erit 
a fortiori produftum ex quantitate mutabili per numerum n minus eadem quan- 
titate data. 

§. 7. Theoremata varia. 

i°. Si rationis mutabilis crefcentis v. gr. (a) X : T limes fit ratio data 
A : B. Erit (invertendo) rationis decrefcentis T : X limes ratio B : X. 

Quoniam (per hyp.) X : T ■< A : B 

eft T: X> B : A. Sitii' >B,& proinde B: A>B: A; 

dico fieri pofle T : X X : A. 

Etenim per hyp. fieri poteft X: T> A : B , 
fiat; & erit T : X< B 1 : A. 

2°. Si rationis mutabilis crefcentis v. gr . X : T limes fit ratio data A: B : 
erit (convertendo) rationis mutabilis decrefcentis X : X — T, limes ratio data 
A : A-B . 

Quoniam (per hyp.) X : T < A : B 

eft X:X— T> A: A— B. Sit autem B > B ,& proinde 

A-B < A-B 
& A-.A-B’> A : A—B 

Dico fieri pofle X: X-T < A: A—B. 

Etenim quoniam B> B; eft A : B < A : B 

Sed (per hyp.) fieri poteft X : T> A : B, 

Fiat; & erit - - - X\X—T<A\A—B. . < 

3°. Si rationis mutabilis crefcentis v. gr. X\T, lunes fit ratio data A: B ; 
erit t 7 ”vuiendo° rat i° n ^ s mutabilis crefcentis X± 2 T limes, ratio data 
A ± B : B. 

B 3 Quo- 

(a) Qajccnnqne dicam de ratione crefeente, difta intelligantor de ratione decrefcente, 
>! mutati» mutandi». 
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Quoniam (per hyp.) X : T < A : B 

X±T:T<A±B:B. Sit autem A < A\ & proinde 

A±B <A±B 
& A±B:B<A±B:B 

Dico fieri pofie X±T:T> A+B:B 

Etenim quoniam A< A 


A: B<A : B 
Sed (per hyp.) fieri poteft X T> A ' : B 
Fiat ; & erit X±T:T> A±B:B. 

§. 8. Theorema. Duae quantitates mutabiles femper inter fe fint in ra- 
tione data. Et quantitas data fit limes unius harum quantitatum mutabilium 
crefcentis vel decrefccntis : dico, dari etiam quantitatem, quae fit limes alterius 
quantitatis, crefcentis vel decrefcentis , & quantitatem hanc eam efie , ad quam 
prior data quantitas habet eandem rationem datam. 

Sint AX, CT duae quantitates mutabiles datam inter fe habentes rationem 
a : t. Sit AB quantitas data, quae fit limes quantitatis mutabilis AX crefcen- 
tis v. gr: dico, dar i alteram quan titatem m . quae erit lime* alterius quanti- 
tatis mutabilis crefcentis CT ; & quantitatem hanc CD eam efie, ad quam quan- 
titas data AB habet rationem datam a : c. 

Etenim fiat a : t =» AB : CD 

per hyp. AX : C2' = a : e 

Ergo AX : CT = AB : CD; jam vero AB AX (hyp.): ergo 

CD >CT 


hinc AB- AX : CD- CT = AB : CD 

fcu XB : DT — AB : CD = « : t; & DT = BX x i. 

<1 

Sed (per hyp.) BX poteft fieri minor qualibet quantitate propofita; ergo 
(§.6.) & DT fimul minor reddi poteft quacunque quantitate propofita. Et 
proinde quantitas CD, femper major mutabili CT, limes eft magnitudinis hujus 
quantitatis CT. 

Eodemque modo propofitum oftenditur de limite decrementi. 

§. g. Theorema. Duae quantitates mutabiles eandem femper habeant ra- 
tionem ad duas quantitates datas A & A. Detur quantitas C, quae limes fit 

unius 
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unius illarum quantitatum five crefcentis five decrefcentis. Dico, dari etiam 
aliquam quantitatem C 1 , quae fit limes pofterioris quantitatis mutabilis pariter 
crefcentis aut decrefcentis; & quantitatem hanc C'eam efle, qui fiat C : A =z 
C ' ; /f . Demonftratur eodem modo quo Tiieorema praecedens. 

§. io. Theorema. Duae rationes mutabiles fint femper inter fe aequales; 

& fit ratio aliqua data limes unius harum rationum mutabilium crefcentis vel 
decrefcentis: dico, eandem rationem datam efle etiam limitem pofterioris ra- 
tionis crefcentis vel decrefcentis. 

Sit femper X : X = T : T. 

Et femper fit (v. gr.) X : X' <5 A : C; fed lim. X : X = A : C 
Dico etiam ------ lim. T \ T «= A : C. 1 

Etenim (per hyp.) X.X^T.T 

Sed X:X'<A:C 

Ergo T:T < A: C. Sit OCg & proinde A:C>A:C. 

Fieri poteft (per hyp.)’ X : X' > A : C ; 

Fiat; & erit T : T > A : C. Proinde ratio A : C etiam eft limes 
incrementi rationis T ; T. 

Corollarium. Si ratio aliqua data limes eft rationis duarum quantitatum 
mutabilium : eadem ratio data limes quoque eft: rationis quantitatum , quae funt 
jequ6 - multiplae vel aequd-fubmultiplae pofteriorum. 

§. ii. Theorema. Sint duae quantitates datae, quarum una fit limes ali- 
cujus quantitatis mutabilis decrefcentis; altera vero limes fit alterius quanti* 
tatis mutabilis crefcentis; ita ut magnitudines, quibus duae quantitates muta- 
biles a limitibus fuis refpeftivd differunt, fimul fieri pofiint minores quibuscun- 
que quantitatibus propofitis. Dico : rationem , quam prior quantitas data habet 
ad pofteriorem, efle limitem rationis decrefcentis, quam prior quantitas muta- 
bilis habet ad pofteriorem. 

Sit AB limes quantitatis mutabilis decrefcentis AX; & CD limes quantita- Fig. 6. 

AX 7R 

tis mutabilis crefcentis CT. Quoniam pjj, eft AX : CT> AB : CD. 

Dico: rationem AX : CT polle reddi minorem quacunque ratione propofita, 
quae major fit ratione AB : CD. 

Sit 
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fig-7- 


Sit enim propofita ratio qusecunque AR : CE major ratione AB : CD. 
Erit CE < CD. Porro, fit quantitas CF & fiat, uti AB : CE, it» 


AC, : CF. Quoniam CF> CE, erit AG > AB. Fiat fimul rr> 
(quod fieri poteft per hyp.) 

Dico, fore AX : CF < AB ; CE 

Qaonhm AX < AG; . . AX : CF < AC : CF 

< AB : CE • 

Atqui CF < CF; ergo AX : CF < AX: CF' 

Ergo e fortiori AX : CF < AB : CE 

Obferuatia. Hinc ratio poflcrioris quantitatis datae' ad priorem efl limes ra- 
tionis crefcentis poflcrioris quantitatis mutabilis ad priorem (§, i.) 

§. ii- Theorema. Sint duae quantitates datae i quae ambae limites funt 
duarum quantitatum mutabilium fimul decrefcentium ; ita ut excefiiis, quibus 
limites fuos fuperant, pofiint fimul fieri minores quibuslibet magnitudinibus da- 
tis. Dico, rationem duarum quantitatum mutabilium fimul fieri pofTe majo- 
rem quacunque ratiOue data, quae fit minor ratione prioris limitis ad poflerio- 
rem, minorem vero quacunque ratione datA , quae major fit ratione prioris limi- 
tis ad pofleriorem. : - 

Sint Ali , CD limites duarum quantitatum mutabilium decrefcentium AX, 


C2~. Dico, rationem AX : CT pofle fieri fimul majorem quacunque ratione data 
AB ; CE, quae fit minor ratione AB : CD; & minorem ratione dati AP : CD, 
quae fit major ratione AB : CD. 


Demortjlratio. Etenim, fiant fimul ^ (quod fieri potefl per liyp.) 

1°. Quoniam AX > AB, eft AX : CE > AB : CE 

Atqui CF < CE ■, ergo AX : CF > AX ; CE 

Ergo a fortiori AX . CF > AB : CE 

a°. Quoniam CF > CD, eft AF : CF < AF ; CD 

Atqui AX < AF; ergo AX : CF < AF : CF 

Ergo a fortiori AX : CF < AF : CD. 

NB. Idem obtinebit, fi quantitates datae fuerint limites duarum quantita- 
vm mutabilium crcfcentium- 

Obfer. 
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Obfrrvatio. Quamvis hisce cafibus ratio limitum AB & CD non poflit dici 
femper cite major aut fenipcr minor ratione quantitatum mutabilium AX, CY, 
quod ftrifto fenfu juxta definitiones (§. i.) requiritur, ut ratio data AR : CD 
dici pofiit limes rationis mutabilis AX: CY', attamen, quoniam poflerior ra- 
tio, five fit major priore, five e^ minor, ad illam ita accedere potcft, ut minus 
ab ea differat, quam dua; rationes propofitae quaecunque, quarum una major 
altera minor eft ratione limitum, ita ut nullus fit exiguitatis quantitatum BF, 
DE limes, quo rationum AB : CE, AP : CD ad rationem AB : CD accefius co- 
hiberetur ; liquet tanto magis , rationis AX : CY a ratione AB : CD difcrepan- 
tiam intra limites continue arftiores poflc contineri. Et proinde ratio data 
AB : CD dici quoque poteft ea , ad quam ratio AX : CY propius propiusque ac- 
cedit, quamvis fluxu non sque continuo & regulari, uti in omnibus exemplis 
antea propofitis : cum ratio mutabilis AX : CY alternis vicibus poflit major aut 
minor fieri ratione data AB : CD. 

Exemplo hoc ducimur ad alteram fpeciem limitum rationum, paululum ab 
ea, quam §. i. definivimus, diverfam. 


§. 13. Definitio. Ratio mutabilis poflit alternis vicibus fieri major aut 
minor ratione dati; ita tamen ut ad rationem datam propius accedere poflit, 
quam ad eandem accedit qmecunque alia ratio propofita, five major priori ra- 
tione data, five minor: prior ratio data dicitur etiam limes rationis mutabilis; 
& heic quidem obtinet limes rationis tam crefcentis quam decrefcentis. 

Idem dilcrimen locum etiam habere poteft in limitibus quantitatum, quod 
fequenti exemplo prorfus familiari declaratur. 

Sit p minor unitate, & fit progreflio i-p+p 2 -p 3 +p*-p s :£/>•>— *± P n ~ *. 

Vera fumma hujus progreflionis eft — — 4- prouti « eft numerus Im !’ ar . 

i+/> x i+p P ar 

Proinde numero n alterne fumto impari & pari, fumma illa etiam alterne fit 


major & minor quantitate 


i + f» 


Quare fenfu ftri&o definitionis (§. 1 ." 7 “ quan- 


titas dici nequit funes cfle fummae feriei propofitae ; cum haec fumma ne- 


que femper major fit, neque femper minor quantitate 


i+f» 


Cum vero tam 
excef- 
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exceffus, quam defe&us, quibus fumma progredionis difTcrt a quantitate , 

i 1 +P 

podint quacunque quantitate propofita fieri minores; quantitas jure etiam 
nunc dicitur limes fummae, five crefcentis, five decrefcentis , propofitae progref- 
fionis. 

Idemque dicatur de plurimis progredionibus decrefcentibus, quae alterni 
exceflii & defeftu differunt ab aliqua quantitate data ; ita tamen ut tam excef- 
fus quam defeftus podint fieri minores quacunque quantitate propofita. Ex, gr. 
fit p quadrans circumferentiae, cujus radius = i : 

fit {p = i — j + 5“j + i — rr 

Et quamvis fumma hujus feriei alterne fit major & minor eadem quantitate 
data lp; haec tamen absque dubio limes illius elfe cenfetur. Sic & log. hyp. 2 
dicitur limes fummae 1 — l + i — i + £ — ! + • • • • 

Conjunfta utraque limitum notione, duo poftrema theoremata brevius fic 
enunciautur: Ratio limitum duarum quantitatum mutabilium limet ejl rationis ipfarum 
quantitatum mutabilium. 

Exempla. Rationes tam perimetrorum quam fuperficierum duorum circu- 
lorum limites funt rationum perimetrorum & fuperficierum polygonorum regu- 
larium five fimilium five diflimilium, quae circulis circumfcribuntur & infcri- 
buntur; five polygona circulis fimul circumfcribantur, five ipfis fimul infcriban- 
tur; five tandem polygona fint uni circulo circumfcripta , alteri infcripta. 

Pariter fi absque limite imminui poflunt quantitates x & y. ratio quanti- 
tatum a & b limes eft rationum a±x : b±y. 

§. 14. Theorema. Ratio compofita ex rationibus, quae limites funt dua- 
rum pluriumve rationum mutabilium, limes eft rationis compotitas ex iisdem 
rationibus mutabilibus. 

r°. Sint duae rationes mutabiles femper refpeftiv£ duabus rationi- 
bus datis; fed quae fieri podint fmul refpeftiv£ duabus rationibus qui- 

buscunque ™j^!bus 1 uam ptaediftae rationes datae. Dico : rationem compofi- 
tam ex duabus rationibus mutabilibus ( quae femper eft ratione compo- 

fita 
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fita ex duabus rationibus datis), pofie fieri Majorem < l uacun< I ue ratione data, 

quae Dia ^ or fit ratione compofita ex rationibus datis. 

’ mmor r , 

Cum modus demonftrandi idem fit pro utraque inaequalitatis fpecie: fuffi. 
ciat (brevitatis caufa) de altera illarum propofitum evincere. 

Sint igitur duae rationes datae ^ 1 pp, & fint duae rationes mutabiles 
i°. Sit femper ^BC • CZJ ’ fed duae rationes fimul fieri P°dint 

minores quibuscunque rationibus datis , quae fint rationibus ^ ^ refpeftivd 

* • X • T\ 

majores. Dico, rationem X : Z (quae componitur ex rationibus j- \ z j 
pariter minorem fieri pofie quacunque ratione propofita, quae major eft ratione 

r yJQ • J$C'\ 

AB : CD (quae componitur ex rationibus * co)' 


y , iy* 

Et primo quidem , quoniam j- ■ Z > BC : CD 
erit femper X : Z > AB : CD. 

Jam proponatur quaelibet ratio AB : CE major ratione AB : CD (& pro- 
inde fit CE<CD ). Probandum eft fieri poffe X : Y < AB : CE. 

Fiat, uri BC : CD , ita BF : CE. Et quoniam CD> CE ; erit BC> BF. Fiat 
etiam (quod poflibile per hyp.) X : F(<iAB : BF) = AB : BG(BG> BF ) ; & fiat 

fimol (quod poflibile per hyp.) 9" : '. qe) < ! 

Erit ideo X : Z < AB : CE. 


Fig.8. 


Nempe: ratio X: Z potuit fieri minor ratione quacunque propofita AB : CE, 
quae major eft ratione data AB : CD. 

2 °. Sint duae rationes mutabiles, quarum una femper major fit aliqua ra- 
tione data , altera vero femper fit minor aliqua altera ratione data : ita tamen 
ut prior ratio mutabilis pofiit fieri minor quacunque ratione propofita, qu 
major fit priore ratione data ; & / mui pofterior ratio mutabilis pofiit fieri ma- 
jor quacunque ratione propofita, quae minor eft pofteriori ratione dati. Dico: 
rationem compofitam ex duabus rationibus mutabilibus pofie fieri tum majo- 
rem quacunque ratione propofita , quae minor fuerit ratione compofita ex dua- 
bus prioribus rationibus datis; tum & minorem quacunque ratione propofita, 
quae major, fuerit ratione compofita ex praediftis rationibus datis. 

C 2 Sint 
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fig.p. 


V , /V* jST> • t 

Sint V- ‘ ,, duas rationes mutabiles, & fint „ r ' , n duas rationes da* 
1 * " V * 7 AH ' BC ^ 

tse; ita ut femper y ’. z < BC • CD * Liquet nihil exinde concludi pofle, 

quod ad inaequalitatem (imo & quod ad aequalitatem) rationum, quae ex ratio- 
nibus mutabilibus , & ex rationibus datis componuntur. 

Sit autem ratio AB : BC limes rationis decrcfccntis X : 7 ~; & 
fimul fit ratio BC : CD limes rationis crefcentis T : Z. 

Dico, rationem ------- X:Z pofie fieri ma j orem 

quacunque ratione propofita, quae fit ratione data AB : CD. 

i Sit ratio propofita AE : CD major ratione AB : CD ( & proinde fit 
AE > AS). 

Fi»t (quod poflibile per hyp.) X : T < A E : BC 

Sed eft femper (per hyp.) T ; Z < BC CD 

• Ergo erit X : Z < AE : CD. 

2 °. Sit ratio propofita AB : CF, minor ratione AB : CD ( & proinde 
CF > CD). 

Fiat (quod po fl UdU p a r b»~ 0.X_3" ! Z > jSC CF 

Quoniam eft femper (per hyp.) X : 2 > AB : BC 

& faftum fuit ST : Z •> BC : CF 

Erit ~XTZ>AB:CF. 

Proinde, propofitis duabus rationibus, AE : BC, & BC : CF, quarum 

prior maior fit ratione data AB.BC, & pofterior minor fit ratione data BC:CD; 

* Y ■ <r c AE • BC r i X : Z < AE : CD 

fiat fimul r : Z > BC : CF’ ent f ' mUl X : Z > AB : CF' 

Quoniam autem rationes propofitae ; ££ poflimt efie rationes quaecunque 
majores ratione jb .CD, utcunque parum ab ea diverfae ; tanto magis ratio 
x"°Z, S five major fuerit ratione AB : CD, five eadem minor, poteft ad illam 
accedere, ut ab ca minus difcrepet, quam alia ratio quaecunque, five major 
five minor ratione AB : CD. Hinc ratio AB : CD eft limes (juxta §. 13 ) ra- 
tionis mutabilis X : Z. 

3 0 . Sint plures rationes mutabiles femper refpefrivd majores totidem ra- 
tionibus datis; ita ut priores rationes poflint fieri fimul minores totidem ratio- 
nibus 
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nibus propolitis, quae fuerint majores rationibus datis refpe^ive: dico, ratio- 
nem compofitam ex rationibus datis efle limitem rationis decrefcentis compo- 
Ittse ex rationibus mutabilibus. 

Scilicet, fit v, gt. A : B < X : ST = Ito. decr. X ; IT 
B : C < T : Z «= ito. decr. T : Z 
C : D< Z i f e= Hm. decr. Z : E 

Erit ^4 : C < X : Z = Ito. decr. X : Z 

Atqui C : D <; Z : F" = ito. decr. Z : E 

Ergo A : D < X : V = Hm. decr. X : V. 

Et fi propofita fuerit quarta ratio tam mutabilis, quam limes hujus rationis 
decrefcentis; eodem mododemonftrabitur, rationem ex quatuor rationibus datis 
compofitam limitem efle rationis decrefcentis compofitae ex quatuor rationibus 
mutabilibus: & Cc deinceps, quicunque fit numerus rationum propofitarum. 

4 °. Sit ratio A : B limes rationis crefcentis X : T 

B : C limes rationis decrefcentis T : Z 

C : D limes rationis crefcentis Z : V. 

X : ri 

Dico : rationem X : V ( quas componitur ex rationibus r : Z J , pofle fieri 

m inorem’ c l uacun< l ue rat » one propofita, quas fit ratione A: i) (quaecom- 

minorei a : B ' 1 

ponitur ex rationibus B : j ; Ceu rationem C : D efle limitem rationis X : V. 

Sint AB, BC, CD, DE ipfis • 

A, B, C, D , refpeftivd aequales. 
i°. Sit ratio propofita Ab : CD minbr ratione Afi : CD ; & proinde fit Ab <^AB, 
Sumatur Ab t; & fit, uti Ab : DE, ita Ab ' : De; & proinde fit ZV> DE, 

Fiat (quod poflibile per byp ) X : T > Ab' : BC , 

Eft fetnper JT : Z > BC : CD 

Fiat (quod poflibil* per byp.) Z : V i*. CD : Di 

Erit X ; V > Ab' : Di 

> Ab : DE. 

2 °. Sit ratio propofita^: De major ratione AB: DE (& proinde De <, DK. , 
Fiat, uti CD : DE, ita Cd : De; & proinde fit Cd<CD. 

• < C 3 Eft 
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Eft femper (hyp.) X : T < AB : BC 

Flat (qnod polfibile per hyp.) J" : Z < BC : Cd 

Et eft femper (byp.) Z : V < Cd : De 

Ergo X : V < AB : De. 

Proinde ratio X : V fieri poteft quacunque ratione propofita 

quam ratio AB : DE. Proinde (§. 13.) ratio AB : DE eft limes rationis X : V. 

Methodum demonftrandi reliquos, qui heic obtinere poliunt cafus, abunde 
hoc exemplo liquere exiftimo. 

Obfervatio. Cafus, ubi una aut plures rationes conflantes occurrunt compo- 
nendae cum rationibus mutabilibus (limitum capacibus), ita facilis & evidens 
eft ex praecedentibus, ut uno exemplo eum fufficiat illuftrare. 

Sit ratio A : B , limes rationis mutabilis decrefcentis X : T. 

Sit ratio B : C, aequalis femper rationi T : Z. 

Dico, rationem A : C efle limitem rationis decrefcentis X : Z. 

Etenim quoniam X T r> A : B 

et T : Z = B : C 

Erit femper X Z r* 'A ! ii 

Sit ratio data A' : C major ratione data A : C(A‘> A). 

Fiat (qnod polfibile per hyp.) X : T < A' : B 

Eft femper T : Z «= B : C 

Ergo X : Z <1 A 1 C. 

6 A • B 

Proinde ratio A : C compofita ex rationibus q . q limes eft rationis decrefcen- 
tis X : Z. 

Corollarium x. Nominatim, fit aliqua ratio data limes rationis mutabilis, 
crefcentis vel decrefcentis; ratio duplicata, triplicata, quadruplicata, — - - . 
prioris pariter erit limes rationis crefcentis aut decrefcentis, quae eft duplicata, 
triplicata, quadruplicata ----- rationis mutabilis. 

Hinc fpeciatim, fi ratio quaepiam data limes eft rationis mutabilis cre- 
fcentis vel decrefcentis dimenfionum homologarum duarum figurarum fimilium , 
Aiperficialium vel (olidarum : prior ratio duplicata limes eft rationis fuperficie- 
rum figurarum; eademque ratio triplicata eft limes rationis capacitatum figura- 
rum folidarum. CoroU 
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Corollarium 2. Si rationes, quae funt limites duarum pluriumve rationum 
mutabilium, refpe&ivd aequales fint rationibus, quae funt limites totidem alia- 
rum rationum mutabilium ; dico : rationem , quae eft limes rationis ex prioribus 
rationibus compofitae, aequalem elTe rationi, quae eft, limes rationis ex pofterio- 
ribus compofitae. 

Exemplum. Sit lim. X : 2 *( = a : b) = lim. X' : T' 

lim. T : Z(=* b : e) = lim. T : 2 ' 

lim. Z : = t : <f) = lim. Z' : V , & fic deinceps 

erit lim. X : = a : rf) = lim. X' : V'. 

Pariter fit lim.JT : r(= a : b) = lim.Jf' : T 

T : Z(= b : r) = lim.r : Z' 

lim. Z : ^(= e : rf) = Z' : V' 

Erit lim.X : 2 *( = a : d) = lim. X' : Z‘; & fic deinceps, 

quicunque fit rationum jiumerus, & quomodocunque rationes limites & ratio- 
nes conftantes in fimilibus proportionibus inter fe combinentur. 

Corollarium 3. Si rationis X : T limes fit ratio A : B 

& rationia 2 : limes fit ratio C : D 

fit etiam rationis XZ : 7 V limes ratio AC : BD. 

Etenim quoniam A : B = lim. X : T 
AC : BC = lim. XZ : 22 
Pariter BC -.CD «= lim. TZ : TV 

Hinc AC : CD = lim .XZ\ 7 V\ quod verum, 

quicunque fit rationum numerus. 

Corollarium 4. Rationis A: A + x limes fit ratio aequalitatis. Rationis 
A + x : T limes fit ratio data a : b. Dico, rationis A ± x : T+x limitem 
efle rationem a : b. 

Dem. Quoniam lim. A : A+x = 1 : 1 
et lim. A+x: T = a : b 

Erit lim. A i T = a : b (§, 14.) 

Hinc lim. A : A+ T = a : a+b (§. 7.) 

Sed lim. A+x : A = 1 : 1 

Ergo lim.A+x:A+T = a : a+b (§. 14.) 

Hinc lim. A+x : E+ # = a : b (§. 7.) 

§• 16. 
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§. i5- Theorema. Rationis X : T limes fit ratio data a : b 

& rationis X' : J' limes fit eadem ratio a : b. 

Dico, rationis X+X' : T-\-T limitem efle rationem a : b. 
i°. Ratio data a : b, limes fit utriusque rationis decrefcentis X: T, X : T\ 


Eft ideo femper 

X : r > 

a : b 

m 


x i r > 

a i b 


Proinde 

X+X: 2+2' > 

a t b 



Sit ratio propofita qumcunque a + « : b major ratione a : b. Dico, fieri poffe 
X+X' : r+r' < a+* : b. 

Etenim, fiat fimal X: T <; a + » S 6 

' X : ST < a + * : b (qood fieri poteft per hyp.) 

et erit X+X: r+2" < a + • : b. 

2°. Demonftatio eadem eft, fi ratio data a : b limes fit utriusque rationis 

crefcentis X : T. X' : T. 

3°. Ratio data a : b limes fit rationis decrefcentis X '• T 
limes vero rationis crefcentis X': T'. 


co, rationem X+ jTTf+T polTe" fieri quacunque ratione data 

h<t . b ■ n ^jore quam rat j 0 0 . 


Etenim per fupp. fieri poteft X : 9" + ■ : 6 

Fiet, & eft femper X': 2'’’ ' < a + « : A 

Ergo erit X+X : 3 T+Y’ < a + • : b. 

. Item per fupp, fieri poteft X' : 2'"' *> a — • : b ■ _ 

Fiet, & eft femper X : ST > a — « : b 

Ergo erit X+X': 2'+ 2^ > a — » : 6. 

Corollarium. Si rationum quotcunque X : T, X 1 : T', X:T", X : i ..... 

limes fit ratio data a : b; erit etiam rationis X+ X' + X’ + X ’ : 

T .q. 2'*+ 2''*+ T“ limes ratio a : b. 

§. 16. Theorema. Sit x quantitas mutabilis, quae poteft reddi minor qua« 
cunque quantitate propofita. Sint A, B, C, D ... . L>, M, X cofefficientes 
magnitudine dati. Sint etiam a, b, t, d .... I, »», » exponentes 
pofitivi dati non minores unitate, & fucceflive crcfcehtes. Sit functio quan- 
titatis 
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titatis mutabilis x, qualis fequitur: 

Q =» Ax * + 2te b + Cx* + Dx* + .... Lx' -f Mx m + Nx B . 

Dico, fun&ionem Q pofle fieri minorem quacunque quantitate propofita. 

ConJlruSHo. Determinetur quantitas x, fic, ut quilibet terminus feriei pro* 

pofitae inde a primo Ax* major fit termino qui illum immediate fequitur bis 

fumto. Scilicet, fi duo termini quicunque contigui, fint Lx i, Mx<*; fiat 

Lx' > 2 Mx m ; feu x m — 1 •< ; & fiat x minor quolibet horum valorum ita 

2 M 

determinatorum. 

Primus Cafus. Omnes cotffficientes A , B, C, D...L. M , Affint pofitivi. 
Quoniam unusquisque terminus major eft termino qui illum immediate 
fequitur bis fumtft, quilibet terminus major eft fumml omnium terminorum 
fubfequentium, & nomiuatim, primus terminus* Ax* major eft fummH omnium 
reliquorum. Proinde Q^iAx*. Atqui cum x fieri poflit minor quacunque quan- 
titate data, a fortiori x 1 poteft reddi minor quacunque quantitate data, & etiam 
(§. 6.) iAx* poteft reddi minor quacunque quantitate propofita; & proinde Q 
poteft reddi minor quacunque quantitate propofita. 

Serandus Cafus. Coefficientes dati B, C, D, E . . . , L , M, N , qui pri- 
mum fequuntur, non fint omnes pofitivL 

Omnibus ut ante faftis , tanto magis hoc cafu erit Q < %Ax * ; unde Q poteft 
reddi minor quacunque quantitate propofita. 

Quod fi A fit quantitas negativa: omnia pariter vera erant, fignis mutatis. 
Nommatim. Exponentes a, b. e, d . . . . /, m, n, fequantur progreflionem 
arithmeticam numerorum naturalium; ita ut fit 

Q = Ax + Bx* + Cx* + D* 4 + • • • Lx ■»-* + Mx °- i + Afr». 

Fafto Q_<zAx, poterit Q effe minor quacunque quantitate propofita. Et quo- 
niam hic cafus eft omnium frequentiflimus : ad illum obfervationes fequentes 
earumque demonftrationes applicare fufficiet. , ; 

Obfervatio i . Quaecunque difta funt de ratione dupla, potuiflent etiam dici 
de quavis alia ratione majoris ad minorem. Scilicet, p exiftente numero ma- 
jore unitate, fi ratio cujuslibet termini feriei Q ad terminum, qui illum im- 
mediate fequitur, fafta fuerit major ratione numeri p ad unitatem, erit 

D 


i 
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Q < —P—^Ax\ & proinde (per hyp. & §. 6.) Q poteft reddi minor quacunque 
quantitate propofita. 

Obfervatio a. Quae difta fuerunt de cafu, quo numerus terminorum ferici Q 
datus eft , applicari etiam , fub datis conditionibus , poliunt ad cafum , quo nu- 
merus terminorum eft illimitatus. Quod accurate evolvi meretur, & in Di Hor- 
tatione jam memorata Expojition elementaire des Principes des Calculs /uperieurs haud 
congrue fuerat omiftum. 

i*. Coeflicieutes A, B,C, D fequantur legem aliquam decrefcen* 

tem. Fiatx<$. Erit > 2**+*. 

Sed ponitur L > M 

Ergo a fortiori 2 Mx l + l . Proinde fafto x<\, omnes ter- 

mini funftionis Q fequuntur progreflionem decrefcentcm , & quidem velocius 
quam progreflio geometrica, cujus quilibet terminus eft fubduplus termini prae- 
cedentis. Proinde iAx major eft fumma progreftionis , quicunquc fit numerus 
terminorum, & Q poteft reddi minor quacunque quantitate data. 

2 0 . Cot-fficieutes A. B, C, D ■ . . . crefcaut juxta progreflionem geome- 
tricam quamcunque. 


Sit ideo 

M = 

pL 

fafto 

x < 

1 

v" 

erit 

*i+i < 

1 vl 


2 P 

et 


\Lx' 


iu Lx* > 2 Afxi+i. Ideo ter- 
minus quilibet minor erit duplo praecedentis: unde ut prius concludetur. 

3 0 . Cotfficientes A, B, C, D crefcant quidem, fed lentius quam 

juxta aliquam progrellionem geometricam. 

Ita omnes termini, qui priores duos fubfequuntur, minores erunt, quam 
fi coeflicicntes dati crefoerent juxta progreflionem geometricam, cujus expo- 
nens effet exponens rationis fecundi termini ad primum. Unde praecedens con- 
clufio valet a fortiori. 

4 0 . Cofcflicientes A, B, C, D crefcant quMem a primo inde usque 

ad coCfficientem datum L, velocius quam in progreflione geometrica, fed ab hoc 
inde (fi crelcere pergant) lentius quam in progreflione geometrica crefcant. 

Fiat 
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Fiat futi 3°.) terminus, cujus cofcfficiens L major fumma omnium ter* 
minorum fequentium. Tum per conftructionem hujus theorematis fiat primus 
terminus major fumma omnium terminorum usque ad terminum , cujus cotffi- 
ciens L. Erit, a fortiori, primus terminus major fumma omnium terminorum ' 
fequentium. 

Quod attinet ad cafus, quibus coffTicientes non funt omnes pofitivi, aut 
quibus alterne crefcunt & decrefcunt juxta legem datam , & quod ad incrementa 
illorum attinet, modo conditionibus praecedentibus confcntaneo: conclufiones 
illis cafibus a fortiori neftuntur. 

Ceteris vero cafibus, quibus cofefficientes ultra omnem limitem crefcentes ali- 
quam legum incrementi praecedentium fequi non confiat: haftenus dubito, theo- ' 
rema pofie feriebus, quarum numerus terminorum eft indeterminatus, applicari. 

§. 17. Ut neceflitas praecedentium diftinttionum luculentius pateat, ex- 
emplum evolvam , quod in fequentibus magni erit momenti. 

Extmplttm. Sit jc" potentia quaecunque quantitatis variabilis x, quae, mu- 
tati or in x ± Ax ; fit 

Jfi) 4- 1lx n-i ^lIxn-iAJC 3 + — . . , + *. . .^Lzj.cn-IA-V 4 + 

- 12 1 3 14 

Proinde potentia jc", mutatS. x in x + Ax, accipit mutationem, 

4- fijx n *>Ax+ 2 . + — . . . f i— ^ x b *3Ajc 3 + — , . . *n-4Ax 4 -f- ) 

— v 12 13 ~ 1 4 7 

Jam vero ponatur , mutationem A* pofie fieri minorem quacunque quantitate 
propofita: dico, mutationem fimul factam potentiae x° etiam quacunque quan- 
titate propofita fieri pofie minorem. 

i°. Sit n numerus integer pofitivus. Prior feries abrumpitur, & proinde 
aflertum verum eft per §. 16. 

2°. Sit » numerus pofitivus non -integer major unitate. Series praecedens 
non abrumpitur quidem , fed facile demon ftratur: cobflicientes terminorum, in 
quibus exponens mutationis A* fit major quam n-f r , continue decrefcere. 

Etenim fit m numerus integer pofitivus immediate minor quam » + i- 

Cofefitciens termini -«“-“A* 111 , erit — — ; . . .. v ~( m ~ I \ Cofefiiciens alius 

12 m 

p ■ - # 

D 2 cujus- 
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»— ( Hi+r) . 

'»+' + 1 * 

fit fractio vera, prae- 


cujuscunque fequentis termini «■-(®+OA.x m + t eft 
n «-i H-m *_-(•»+ 1) 

T ' 2 m+i ‘ »H-2 

cujus cum certe unusquisque faftor, inde a faftore 
difti coCfficientes continue decrefcunt ; praeterea iidem alterne fiunt pofitivi & 
negativi. Proinde (§. 16.) feries propofita poteft fieri minor quacunque quan« 
titate propofita. 

3°. Sit » numerus negativus quicunque major unitate. 

Series praecedens non abrumpitur quidem, fed exponens rationis duorum 
cofcfificientium fefe proxime fequentium continue decrefcit. Etenim cofcfficien» 
tes trium terminorum fefe proxime fequentium , fint 
n n+i 

T’’ * • • • • 

n «H-i w+w+i 

r ' 3 «n-» 

n n-fi w-MH-3 

I " 2 **+3 

Exponens rationis fecundi horum co^fficentlum ad prtnntm, eft — = 1 + 


et exponens rationis coefficientis tertii ad fecundum eft 


«-f >»+2 . 
m +3 


= i4 


»— i. 


*»+3 


et quoniam — < "~ I , praedito concientes lentius quam in progreflione 
*»+3 «H»2 

geometrica crefcunt. Sic igitur fumta ratione , ut primus terminus feriei 
praecedentis major fit fecundo ejus termino bis fumto, tanto magis quilibet 
alius terminus major erit duplo termini fequentis; proindeque applicari poteft 
demonftratio §. i6". 

4°. Exponens n fit numerus negativus minor unitate. 

Sinmili faftores coefficientium — . . . . !Lt^, funt fraftiones verae, & 

° 12 tn+i 

proinde cofefficientes continue decrefcunt. Quare tanto magis applicari potelt 
demonftratio $. i6“. 

In omni igitur cafu mutatio ax)“ P ote ^ re< ^‘ m * nor quacunque 

quantitate propofita. - ^ x _ 
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§. 18. Theorema. Omnibus ut in theoremate ,§. 1 6. pofitis , fit 

Q = P + Ax» + Bxb + Cxc 4. Djfd q 4. l x 1 + Mx » + Nx«. Dico, 

lationem aequalitatis efie limitem rationis Q : P decrefcentis aut crefcentis , 
prouti A eft quantitas politiva aut negativa. 

Etenim (per theorema §. 16.) fiat priore cafu Q < P + 2 Ax* 

altero Q >P— 2 Ax», Ratio 
aequalitatis eft limes rationis decrefcentis P + 2 Ax* : P 

& limes rationis crefcentis P — zAx* : P. ^ r £°> a Artiori, ra- 
tio aequalitatis limes eft rationis decrefcentis aut crefcentis Q : p, prouti A eft 
quantitas pofitiva aut negativa. 

Obferuatio. Quae de cafu , quo numerus terminorum funftionis Q eft illimi- 
tatus, praecepta fuerunt (§. 16. Obferv. 2.) huc pariter valent. 

\x -f — jcn 

Exemptum. Sit Q x „ (x~Ax) n » & mutatio tx poflit fieri minor qua- 

Ajk 

cunque quantitate propofita; ratio aequalitatis eft limes rationis Q : nx«—i. 

§. 19. AppReatio. Sint x & y dua? quantitates, quae fimul fieri poftint 

quacunque quantitate propofita minores. Sint Q & Q' duae functiones praedi- 

ftarum quantitatum conditionibus §§. 16 — 18. confentaneae, ita ut fit 

Q = P + Ax* + Bx «> + C*< 4- Dxi + 

Q' = P' + A'x*' + B!x*+ CV + Ux* + ...... 

Dico , limitem Q : Q' <= P : P r . 

Etenim: lim. Q : P = 1 : 1 (§. 18-) 

P : P = P: P 
lim. P : Q' = 1 : 1 (§. 18.) 

Ergo lim. Q : Q' = P : P (§. 14.) 

5. 20. Tkeorma. Sit x quantitas mutabilis, quae major reddi poteft qua- 
cunque quantitate propofita. Sint A, B, C, D .... L, M, N cotffTi- 

elentcs magnitudine dati. Sint a, b, 1, d ... . I, «, a, expo- 

nentes etiam dati continue decrefcentes. 

D 3 Et 
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Et fit Q = Ax* -f- /?*•> -f C* c + Dx i + . . . Lx l -f- A/-v m 4 - Ak n . Dico, ratio- 
nem aequalitatis efie limitem rationis Q : Ax* . 

Dcmonflratio. Q= a» (A+B JL.+ C-L. + D — + ... L- 1 — + M ~+N~ L. 

v x»-e x-i-J X*-l A*-» A»*n 


Quoniam autem a major potcft fieri quacunque quantitate propofita, — poteft 
fieri minor quacunque quantitate propofita; & quoniam a, b , c , d . . . 1 , m, n, 
continue dccrefcunt, exponentes a— b, a— e, a—d . . . a — /, a — m, a — »>, con- 
tinue crefcunt ; & proinde , quantitate mutabili x pofita majore unitate , termini 

i i i 

**-!>’ A*-c’ A»-<i’ 


^ , continue decrefcunt; & proinde 


a »- 1 ’ A»* m ’ x 1 -” 


(§• 16 ) quantitas C_L_ + D-i-H -f L , 

' ^ ' rl-c 1-a-d X 1 ' 1 A >-m 


I 

'x»-b ’ A a -c 
reddi minor quacunque quantitate propofita. 
titatis A + B-— + C ~ 4 - D— , + . 

xa-b A a -c x*' d 


+ M — — (- ALi_ poteft 

v-a-m ..i_n 1 


Hinc quantitas A limes eft quan- 


_ 4 - 

X i-\ xa-m A a * n 


feu 


& lim. Ax*:Ax*+ 2 ?x b + Cx* -f- Dx d + . . . Lx 1 -f Mx™ + Nx* = i : i. 

feu tandem lim. Ax* : Q — i : t- — 

Exemplum. Exiftente » numero integro pofitivo: vidimus ( §. y. Intrnd. ) 

fummam poteftatum ordinis w numerorum naturalium ab unitate usque ad » 

continue crefcentium , efie fequentem : 

= __ r fjro+i -f- Bn m + C» m — * + Dn m ~ s + Eum— 3 4. 

<n+i 


Proinde lim./»™ : —i— »"■•+* =1:1, 

feu lim. /« m : «xx 1 ” = 1 : «+i. 

Hoc eft : limes rationis fummae poteftatum cujuslibet ordinis numerorum natu- 
ralium continue crefcentium inde ab unitate, ad maximum horum numerorum 
toties fumptum quot funt praedifti numeri, eft ratio unitatis ad exponentem 

praedictarum poteftatum unitate auftum. 

Sic lim./n : »•» — 1:2 
lim ./» 1 : »•»* = 1:3 
lim ./» 3 : ».» 3 = 1:4 
lim ./» 4 : ».» 4 = 1:5 

&c. • &c. §. 21. 


* 
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§. 21. Theorema, Sint duae quantitates datae, limites duarum quantitatum 

mutabilium. Multiplicentur in fe invicem tam quantitates datae quam quanti- 
tates mutabiles. Dico: produftum ex priore multiplicatione ortum, efie limi- 
tem pofterioris producti. 

Sint A & B duae quantitates datae, & fint X & T duae quantitates muta- 
biles, quarum limites fint A & B. Dico: produftum AB efie limitem pro- 
dufti XT. 

Primus Cofus. Sint quantitates A & B limites quantitatum decrefcentium 
X 6 cT. Sit ideo X = A+x 
? = B+y 

XT = AB + Atj + Bx+xy. 

Dico: produftum AB efie limitem produfti (decrefcentis) XT. 

Etenim lim. B : • B+y ■= i : i ($. 3.) 

Ergo lim. Bx Bx + xy =1:1 (‘5 xo.) 

Pariterque lim. AB+Ay+Bx : AB+Au+Bx+xy =1:1 (§. 2 .) 

Sed per hyp. x & y poliunt fieri fimul minores quacunque quantitate pro- 
pofita ; ergo & Ay , Bx poliunt fieri fimul minores quacunque quantitate pro- 
pofita (§■ 6-), & etiam Ay + Bx poteft fieri minor quacunque quantitate pro- 
pofita (§. 6.). Proinde quantitas eft limes quantitatis AB+Ay+ Bx (§. 6.), 
& eadem quantitas AB eft limes quantitatis decrefcentis AB+Ay+ Bx+xy, 
feu XT. Scilicet lim. AB : AB+Ay+Bx =1:1 
lim. AB+Ay+Bx : XT *= 1 : 1 

Ergo lim. AB : XT -1:1. 

Er proinde AB eft limes produfti (decrefcentis) XT. 

Secundus Cafiu. Sint quantitates A & B limites quantitatum crefceutium 
X & T. Sit X =. A— x 
r - B-y 

XI = AB— Ay— Bx+xy. 

lim. B-.B-y =i:j (§.3.) 

Ergo & lim. Bx : Bx— *xy =1:1 (§. 10.) 

Pariterque, lim. AB—Ay—Bx : AB— Ay— Bx+xy (= XT) = 1:1. (§. 2.) 

Sed 
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Sed ut prius, AB c!t limes quantitatis (crefcentis) AB — Ay — Bx. 


Hinc lim. AB 

lim. AB — Ay — Bx 
Ergo lim. AB 


AB — Ay — Bx = i : i 
XT = i : i 

XT = i : i 


(§• 14 ) 


Proinde AB eft lunes produfti crefcentis XT. 

Tertius Cafus. Sit A limes quantitatis dccrcfcentis X. 

B limes quantitatis crefcentis T. 

Sit ideo X = A-\-x 
T = B — y 

XT = AB—Ay+Bx—xy. 

Erit lim. B : B—y =* 1 : 1 

Ergo lim. Bx ; Bx — xy = 1:1, 

Et lim. AB — Ay+Bx : AB—Ay+Bx — xy(—XT) = 1:1. 

Sed ut prius AB eft limes quantitatis (five crefcentis five decrefcentis ) 
AB — Ay + Bx. Hinc lim. AB : AB — Ay+Bx =1:1 

lim .AB—Ay+Bx : XT =1:1 

Ergo lim. AB : XT ■= 1 : 1 

Et proinde AB eft limes produfti (five crefcentis five decrefcentis) XT. 

Applicatio. Sint A, B, C, D, quantitates date; & fint totidem 

quantitates mutabiles X, T, Z, V quarum priores fint limites. Di« 

co : produfturft ABCD efle limitem produfti XTZK 

Etenim A & B funt limites quantitatum mutabilium X & T; 


AB eft limes produfti mutabilis 
C eft limes quantitatis mutabilis 
ABC eft limes produfti mutabilis 
D eft limes quantitatis mutabilis 
ABCD eft limes produfti mutabilis 


XT 

Z 

XTZ 

V\ 

XTZV\ & fic deinceps. 


Ergo 
Sed 
Ergo 
Sed 
Ergo 

§. a2. Lemma notum. In omni proportione geometrica continua fumma 
terminorum extremorum major eft termino medio bis fumto. 

Comliarium 1. In omni proportione geometrica continua; exceflus quo ma* 
ximus terminus medium fuperat, major eft exceflu quo terminus medius fuperat 
minimum. 


Corol- 
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Corollarium 2. Sit progreflio geometrica crefcens: differentia duorum ter- 
minorum contiguorum crcfcit inde a minimo usque ad maximum. 

Corollarium 3. Sint duae progreffiones crefcentes, una geometrica, altera 
arithmetica, quae duos primos terminos habeant communes, & quarum termi- 
norum numerus idem fit : reliqui termini progeeflionis geometricae majores funt 
terminis progrefiionis arithmeticae aequ£ ab extremis d filantibus. Idem a for-’ 
tiori valet, fi terminus fecundus progrefiionis geometricae major fit termino fe- 
cundo progrefiionis arithmeticae. , 

Corollarium 4. Sint duae progreffiones crefcentes, una geometrica, altera 
arithmetica , quae duos terminos extremos ( h. e. primum & ultimum ) com- 
munes habent , & quorum numerus terminorum idem fit. Reliqui termini 
progrefiionis geometricae minores funt terminis progrefiionis arithmeticae aeque 
ab extremis difiandbus. 

Theorema. Datis duobus terminis extremis progrefiionis geometricae, nu- 
merus terminorum ita poteft augeri , ut minoris terminorum datorum & ter- 
mini huic proximi differentia minor fit qualibet quantitate data (hoc termino 
dato minore). 

Sint P & Q duo termini dati, quorum P minor; & fit a quantitas data. 
Sumatur differentia Q— V terminorum Q & P. Repetatur quantitas data a 
toties, utfuperet differentiam Q— P; fit » numerus vicium , quibus repetita fuit. 
Dividatur differentia Q — P in n partes aequales. Tum inter terminos datos 
P & Q inferantur n termini continue geometrice proportionales. Dico faftum. 

Etenim inter duos terminos P & Q inferantur totidem termini n continue 
arithmetice proportionales : fint p & p' termini ipfi P proximi in progreflione 
geometrica & arithmetica. 

Erit (per Coroll. 4. praec.) p <i p‘; & ideo p — P <p' — P. Atqui (per 
conftruclionem) p' — P<a; ergo a fortiori p — P <, a. ' 

Corollarium 1. Terminus itaque datus P limes efl quantitatis mutabilis p; 
proinde ratio aequalitatis etiam limes efl rationis crefcentis P : p (§. 3.) 

Corollarium 2. Sit q terminus, qui terminum Q immediate praecedit- Quo- 
niam P: p = q : Q, ratio aequalitatis etiam limes efl rationis crefcentis q : Q, 

E feu 
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feu limes rationis decrefcentis Q : q (§. io.). Proinde quantitas data Q pari- 
ter eft limes quantitatis mutabilis crefcentis q (§. 3.). ^ 

„ . P rPV /"i/V /'P V P 7 . 

Corollarium 3. Quoniam ratio ’ V.qV = -£ 

& pariter £ = (p" = (|)” f hinc (£)° = £ = Proindc aufto n 
ratio squalitatis eft limes rationis fubmultiplicat» rationis cujuslibet propo- 

fitae; feutamlim.Qp" quam lim. (^) " = 1. Quare, fi ~ vel ^ = *,* 

lim. *= 1 , quaecunque fit a five major unitate, five minor eidem. 

Schohum. Breviter adhuc, quae illuftrandis tum praecedentibus quibusdam, 
tum fequentibus neceflaria funt, de quantitatum, quas majores aut minores 

fieri poliunt qualibet quantitate propofita, poteftatibus exponentis dati ad- 

i utC 


jungam. 


i°. Sit a quantitas, quae major fieri poteft qualibet quantitate propofita; 
& fit n exponens datus integer pofitivus. Crefcente crefcit a lortiore pote- 
ftas z n ; & proinde, a fortiori, poteftas 2" major fieri poteft quacunque quan- 
titate propofita. 

Sit autem exponens datus numerus fraftus formae feu proponatur fun- 
ftio Y'z. Quaecunque fit quantitas propofita a, * fiat b^a”; tum fiat (quod 

pofiibile per hyp-) a > b > a" : erit etiam V z ^ Y'b>a. ^ 

Hoc pariter obtinet, fi exponens datus fuerit numerus fraftus ita ut 

funftio propofita fit Tv* = Fiat enim tum fiat z>b, & pro- 

r 1 m m 

inde b m : erit etiam z n Z> b $> a. 

Si autem exponens datus fuerit numerus negativus; feu fi funftio propo- 
fita fuerit -i-: crefcente 2, funftio haec minor reddi poteft quacunque quanti- 

2° 

tate propofita. Etenim propofita fit quantitgs fiat per cafum primum 2" > «; 


& erit ^ <■;. 


‘ - rl* 


2 0 . Sit 
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a°. Sit quantitas » talis, quae minor reddi poteft quacunque quantitate 
propofita; dico, etiam quamlibet ejus poteflatem z n poffe quacunque quantitate 
propofita fieri minorem, fi «fuerit numerus pofitivus; & contra, eandem quan- 
titatem fieri polle quacunque quantitate propofita majorem, fi » fuerit nume- 
rus negativus. 

Cafus hic ad primum facile reducitur. Quoniam enim z poteft quacunque 
quantitate propofita fieri minor; i- & proinde etiam major fieri poteft 

quacunque quantitate propofita ; unde minor erit quacunque quantitate pro- 
pofita. 

Caput Secundum. 

De rationibus differentialibus et integralibus. 

§• 23. 

\it x" potentia quaecunque quantitatis variabilis x. Sit etiam m-ix, pro- 
duftum ex eadem quantitate mutabili per quantitatem datam n""i. Quan- 
titas variabilis x recipiat mutationem quamcunque A*; unde duae quanti- 
tates a"-i* & x» fiant a«-i(x-f ax) & (x+Ax)" ; & proinde praedictae quanti- 
tates recipiant mutationes fimultaneas 

ati-iAx & — x n *iAx4-- x n_ 3Ax 3 -f - . . . — x"-3Ax 3 -f-!I ... ^?x n -4Ax 4 4- . . , 

1 12 13 1 4 

Ratio harum mutationum fimultanearum aequalis eft ideo rationi 

o»-i : -x"-» + - . — x°^Ax +- . . . — x n -3Ax 3 -f - . . . ^x»-4Ax 3 -f-.,. 

1 x 2 13 14' 

Proinde, quamdiu » eft numerus quicunque ab unitate diverfus; ratio praedi- 
ftarum mutationum differt a ratione a n ~x : *x»-i. At vero x manente eadem, 

decrefcente Ax, quantitas - .~x°-2 Ax-f — x^JAx*-}-- . .. — 3x B -4Ax s -f... 

12 <3 x 4 

poteft fieri minor quacunque quantitate propofita (§. 17.); proinde quantitas 
*x"-i limes eft quantitatis 

” .x»-i + 5 . — x°-2Ax-l- 2, , . ~ 2 x n *3Ax J -f H . . . !!l?x°*4Ax 3 + ....• Et 
1 12 x 3 >4 

ratio n n -i : "x»-i limes eft rationis mutabilis 
1 

E 2 a*— x 
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: "xn-i-f- -. ^lix"-2Ax + -. . rx"* 3 Ax 3 + . . *'3 x u-4/>i-3 4- . . . . 

11» 13 14 

feu lim. a ' *“ = — - ; & proinde etiam lim. — = «x»-«. 

1 UUJ #0 . iAj| . an-i * r A.X 

Quoniam autem hic notandi modus lim. feu lim. calculo mi- 

an-iAx A.X 

nus eft commodus; & tamen hoc fignum aliaque fimilia faepiftime occurrunt: 
facilitatis calculi gratia (& quidem, quod probe notandum, unice liac de caufa), 
figno minus commodo lim. fubflituatur hoc & fic conftituatur aequa- 
tio = «x*-i. 
dx 

di v** 

§. 24. Maximopere vero cavendum eft, ne credamus fymbolum — , 
quod formam magnitudinis ex duabus compofitae prae fe fert, revera e (Te fym- 
bolum compofitum ; aedefignare fraftionem, cujus termini fint d.x" & dx; quali 
d.x n & dx denotent certas quantitates, & ut ita dicam, minufcula (minia- 
tures) quantitatum verarum A.x n & Ax: aut ne credamus, ex aequatione 
j- *" = nxn-i pofTe deduci hanc d. x* = nx"-idx.. Expreffio incom plexa 
eft atque peculiaris, ad defignandos exponentes limitum rationum fimultaneo- 
rrnn quantitatum mutabilium x» & x incrementorum facilitatis caufa introdu- 


fta : & quamvis veftigia confervet originis fuae 


A.x" 

Ax 


ligna d.x” & dx figil- 


latim fpeftata nullam amplius ad quantitates veras A.x" & Ax relationem ha- 
bere firmiter tenendum eft. Quae monita eo magis urgenda efte cenfeo, quod 
doftrina haec quseftionibus nonnullis inanibus fuit exagitata; quae ne motae qui- 
dem fuiffent, fi ad genuinam fymboli illius indolem Mathematici femper atten- 


diffent. (0) 

Hoc exemplo praeeunte, quae fequuntur definitiones, facile intelligentur. 

§• M- 

(a) Nonnulli etiam, qui veram figni huju* naturam aguovifle videntur, auli non fnnt, 
quam hic profiteor fententiam ampletti. Videatur v. gr. DiQVrtatio Abbati* Caluso 
in novit Commtntariit Academice Taurintnfir T. IL ubi fie ftatuit Auftor:^// ne 
fugit pas dt voir clairement que ^ etant la limite du roport — ; et la 

limite du raport — ; on aura, , — X + *j — lortque v = xz: mais , ilfaut 

Ax d* dx 

< tabora 
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§. as. Definitionis. Limes rationis mutationum , quas duae pluresve quan* 
titates mutabiles fimul fufcipiunt, dicatur earum ratio differ entialis ; & exponens 
hujus rationis dicatur exponens differentiatis. Operatio, qua exponens differen- 
tialis quaeritur, dicatur differentiatio. Item: calculus, qui occupatur rationibus 
differentialibus inveftigandis , dicatur calculus differentiatis. 


Sit P funftio quantitatis mutabilis x; exponens differentialis harum quan- 
titatum defignetur Item, fint P & Q duae quantitates mutabiles quaecun- 
que, exponens diflerentialis harum quantitatum defignetur Et fymbola 

d p d 

— , — .... fpeftentur tanquam figna fimplicia, nulla apparentis ipforum 
compofitionis ratione habita. 


Hinc, fi P eft potentia ordinis cujuscunque *> quantitatis mutabilis x, 

& P • • • 

=> B* n -i (§. 23.) Pariter fit Q potentia alterius ordinis » quantitatis mu- 
tabilis jc; erit Hinc = — x"- 1 ", 

d* dQ m 

Etenim lim. AP : Ax «= : 1 

item lim. Ax : aQ = 1 : mx m_ i 

Ergo lim. AP : A Q => «x°-i : »»x nv -i (§• 14.) 

feu = — x»-" 1 . 

d Q m 

Item : fit P funftio quantitatis mutabilis*, qualis fequitur 

P = Ax • + Bx *> + Cxc Dx& +.... + Lx l -f- Jfx m + Nx° 

fit — = Aax 1 -' -f Bbx^-t 4. Ccxzs -f Ddx a -i + .... + -f 

Ax 


§. 26. Exercitii caufa adjungam nonnulla exempla variarum funftionum, ( 
Sint P 6 c Q duae quantitates mutabiles , quae referantur v. gr. ad eandem quan- 
titatem mutabilem x: quaeritur exponens dilferentialis 

E 3 ' CP+AP) 

etabord attacher une idie nette et preci/e d dv , 6x , ds ; afin que ces txpre/fiont 
/igni fient quelque chofe par t lies - nim.es et independamment les unes des autres. 
Cum nuperrime vir ideo fagax ejuamodi difficultatem moverit, e re profefto effe cen- 
(ft.aum eft, in limine, & cum prima illius figni introduftione, 1 efforem de vera 
ejus iignificatione monere. 
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(P+AP)(Q + AQ> - PQ + PAQ+QAP+AP.AQ 


Hinc 

A.PQ = 

PaQ + QAP+AP. AQ 

et 

A.PQ 

Ax 

P^+Q^ + ^- AQ. 

Hinc lim. 

A.PQ 

Ax 

P.lim.^S-f QUm.^*, 
Ax Ax 

feu 

dPQ 

pJ3-+qJ£ 

dx 

dx dx 

Eodem modo — PQ. 

dx 

dff + i? d.PQ 
dx T dx 


= PQ 

dx ‘ dx dx 


d.PQPS pn R AS ^d. PQP 

dx " dx T dx 


- P^+PUS +Q*^ p - 


Et fic deinceps. Scilicet exponens differentialis produfti quotcunque quanti- 
tatum mutabilium, & alius cujuscunque quantitatis mutabilis x, aequalis ell 
fummae produ&orum omnium priorum quantitatum una excepta, per expo- 
nentem differentialem hujus quantitatis & praedictae quantitatis x. 

Eademque regula applicatur ad inveftigandos exponentes differentiales 

quantitatum fraftarum. 

Etenim ^ = PQr'i ideo ^6 = + ^ 2 5-) 

& ideo d j> = gdx~jf 

^rr ^ dx dx djc Ax 99 


Exponens hic differentialis obtinetur etiam modo fequenti. 

Sit £ =Z, erit P=QZ; hinc = Ojf- + *s£ 

_ rd£ 

" “di + 


dZ 

dx 


idP P dC> 
$cTx (JQJ* 

plE.— p^ 

"di dx 


d x 


99 




Hoc 
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Hoc eft: multiplicetur denominator fraftionis per exponentem difierentialem 
numeratoris, ab hoc fafto fubtrahatur produftum numeratoris per exponentem 
difierentialem denominatoris ; oritur exponens diflerentialis fraftionis. 

Hisce exemplis continetur univerfus calculus diflerentialis, quatenus ad 
funftiones tantum algebraicas pertinet. (De quantitatibus tranfcendentibus & 
cxponentialibus poftea dicemus.) 

3 

Sit v. gr. quantitas 1 (axx x ), cujus quaeritur exponens diflerentialis. 

Sit P = Y(ax *-**) = (a**-* 3 )T 
AU _ 2 

Jf = S (MX- 3X 1 ) 

_ 2ax-3xx _ 2ax-3xx _ 2fl-3* 

3j(o**-* 3 ) a ) 3 A v(. x ( a ' x ) 2 ) 3l(x(a-xyy 

Sit P = x m y n + Ax 9 y <i + Bx r y' + Cx' f + 

d P 

di «=* + p4x*~y + rBx" 'y' + tCx'~Y+ 

+ + qJxty*- 1 + /5*V-‘ + eC* t y w ’ , + ) 

§. 27. Quemadmodum cx data relatione mutua duarum pluriumve quan- 
titatum mutabilium quaeritur carum ratio diflerentialis : fle viciflim ex data 
ratione diflerentiali duarum pluriumve quantitatum mutabilium , quaeri poteft 
relatio mutua ipfarum quantitatum. Haec , 'relatio dicatur ratio integralis; ope- 

ratio qua ratio integralis quaeritur, dicatur integratio; & calculus, qui occupa- 
tur inveftigatione rationum integralium , dicatur calculus integralis. 

dP 1 

Exempla. Data fit ratio diflerentialis = ** = i)*» ; fit ratio 

integralis P — ~pj*“+i. 

Sit ratio diflerentialis = y + x^~ ; fit ratio integralis P =« xy. 

dP « _dy 

Sit ratio diflerentialis = J x ix ; fit ratio integralis P - 

yy y 

Obfervatio 1. Data relatione mutua duarum pluriumve quantitatum muta- 
bilium complexarum, quarum termini partim funt conflantes : hi termini con- 
flantes non afficiunt exponentem difierentialem. Quare viciflim , data ratione 

difle- 
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differentiali duarum pluriumve quantitatum mutabilium, non unica ei refpon- 
det ratio integralis; fed haec ratio, praeter quantitates mutabiles per rationem 
differentialem determinatas, alTumere etiam potcft terminum conftantem, qui 
yulgo per C delignatur. 


IU fi = *«; 
dx 


dP =y + x?l; P = C + xy 


df _ 1 / 
d* 


yy ’ 


C + 


Quantitas haec conftans C, quae, rationis differentialis tantum ratione habita, 
elt indeterminata , plerumque per naturam quaeftionis propofitae determinatur. 
dP 

Exemplum. Sit — = (x — «)" ; & quaeratur ratio integralis huic rationi 
differentiali refpondens, talis, ut ratio illa evanefeat, quando x = a. 

Ideo P = C + ——(x — a) n 4-i. Atqui quantitas (jc — o)«+i evanefeit, 

pofito x = a- etgoC—o : & P = -~-C x — > qu® nunc dicitur ratio inte- 
gralis completa. 

Sit vero d — = (<»+*) n ; & quaeratur ratio integralis talis, ut evanefeat 
d* 

pofito x = o. 

P = C+-i-(o+r)“+', Atqui, pofito x~o, (a-fxVM- 1 fit o"+i. Ergo 
«+i 

C— Proinde JP = —^-((o+x)“+i — a n +i) 

n+i 0+1 

= + + 

»+l'- I 12*13 14 


= a"jcH <j“-Jjc*4 

1.2 1 . 2.3 

dP 


- 1 + 


I .. 


Exemplum, Sit j— = — — = (a-t-xVi; & fit i 7 ** 0, quando x = o. 

* dAT <I + X 


n x x X J. * x t 

a 3 a 3 a 3 a s 


v6 

*_ + 

ii • 


Seholium. 
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Sthofium. Sic exceptionem tolli cenfeo communiter huc usque praeceptam 

= (a +*)-!, quae deducere videtur ad rcla- 


dP 

integrationis formulae ^ - 


a + x 


tionem integralem P = C+ §(a+x)°, fenfu omnino caffam, & quam ideo alia 

methodo explicare mathematici allaborarunt : cum oftenderim , formulam illam 

dP 

eodem prorfus modo evolvi, quo formula generalis ^ — = (a+x)", feu 


I • • • - I 

P = C 4- C a + X ) n+I » addita conditione, quod evanefcat, fi x = o. (Vid. 

«+i 

praeter alios, Euleri Calculus integralis, T. I. pag. 26. & 27. ubi illuftris liic Ma- 
thematicus iterata vice exceptionem illam affirmat.) Ipfe eandem fententiam 
profelTus fui in DifTertatione : Expojition elmtntaire dtt Principes des Calculs fapr- 
rieurs pag. 93. Fatendum tamen , cafum hunc a reliquis eatenus effe diftira- 
guendum, quod fubftraflio indicata (»+r)"+' — «"+> peragi, & divifione aftd 
inftituta faftor i»+i tolli neceffario debeat, ut formula intelligibilis emergere 
poffit. 

Obfirvatio 0. Data relatione mutua duarum pluriumve quantitatum muta- 
bilium, ratio differentialis earundcm femper poteft obtineri, ideoque calculus 
dilTerentialis poteft dici omnimode completus. Idem non valet de calculo inte- 
grali. Scilicet data ratione differentiali duarum pluriumve quantitatum muta- 
bilium non femper obtineri poteft relatio earum integralis. Nempe non ob- 
ftantibus affiduis fagaciffimorum mathematicorum (ludiis calculus integralis , 
adhuc in cunabulis jacet; nec ulla regula omnino generalis praelio effe dici 
poteft, quii omnes omnino formulae poffint ad integrationem perduci. (Quid- 
quid hoc refpc&u fperaverit fagacils. Dn. Paccassi. Vide PhyJikaLfche Arbeiten der 
einlriichtigen Freunde zu IPien. 1736.) 

Nimium a fcopo meo abluderet, formulas, quarum integrationes inpromtu 
funt, exponere, pariter atque artificia, quorum fubfidio plurimae formulae inte- 
grantur, quae primas calculi integralis regulas effugere videntur, tum & in- 
venta varia, quibus integratio formularum complexarum ad integrationem for- 
mularum (fpecie faltem) fimplicium reducuntur. Confulendi eam in rem funt 
auflores, qui de calculo inuegrali feripferunt, eo fine, ut ipfum perficerent aut 
tironibus explanarent : quos inter nominare fufficiet Cotesii Traclatum de 

F • • Par- 

/ 
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Harmonia mtnfurarum , aut WAtMESLEY Anahjft de la mtfurt det raports et det <m- 
glet , & prae omnibus Eulkiu InJUtitiiones calculi integratis, (a) 

§. 28. Cum exponentes differentiales quantitatum mutabilium plerum- 
que & ipfi quantitates mutabiles fint; quae de qualibet quantitate mutabili dicta 
funt, ejusmodi quoque exponentibus differentialibus poliunt applicari. Nomi- 
natim quaeri poliunt exponentes differentiales iltiusmodi exponentium diffe- 
rentialium. 

Sit v. gr. P functio quantitatis mutabilis x, cujus exponens differentialis 
Quod fi exponens liic & ipfe mutabilis eft: [indagari pariter poteft tam 

dP 

ratio mutationum fimultanearum quantitatum variabilium — - & x ; quam ratio, 

ax 

quae eft limes illius rationis, atque ejus exponens. Ratio, quae limes eft ra- 
tionis mutationum fimultanearum exponentis differentialis duarum pluriumve 
quantitatum mutabilium & unius ex illis, dicatur ratio differentialis fecundi ordi- 
nis; & exponens praediftae rationis dicatur exponens differentialis fecundi ordinis. 
Exponens itaque differentialis fecundi ordinis funftionis P & quantitatis 
A — 

mutabilis x eft lim._lf; & eadem de caufa, quii prius, nempe majoris cal- 

tsx 

culi facilitatis caufa, exponens ifte denotetur figno Et hic (imo etiam, 

fi fieri poffet, a fortiori) repetenda funt, quae de fimplicitate fymboli hujus 
monui, non obftante ejus apparenti compofitione. Ne quis quaerat: quid fit 
ddP, neque quid fit d* 3 ? Nullum, quod fatisfaciat, obtinebit refponfum. 
Confideret potius fymbolum tanquam expreftionem unicam & fui generis, 
cujus termini apparentes nullam fervant relationem aut nexum cum quantitati- 
bus A 3 P, & Ax 3 , ex quibus incautiores mathematici eos derivare aggredi pof- 
* fent, & reipfa nimium frequenter aggreffi funt. 

Si 

(a) Utut imperfeftus etiamnum fit calculas istegralis : et tamen eft multitudo formula- 
rura. tam qui* integrare, quam quas ad fimpliciores reducere licet, & formulae hae 
In tot voluminibus, vel a privatis mathematicis , vel ab academiis editis , difperfae funt ; 
ut gratam aeque ac utilem mathematicis navaret operam , qui formulis jam integratas 
(Cotksii & Wai.mksj.ev exemplo), in tabulas apte difpofitw redigeret, quarum 
ope ftepenumero a labore tsediofo & fuperfluo vacare liceret. 


Digitized by Google 


45 


Si exponens difTerentialis fecundi ordinis iit & ipfe quantitas mu- 
tabilis: operationes, quae cuilibet quantitati mutabili applicat» fuerunt, huic 
etiam exponepti poterunt applicari ; & nominatim quaeri poterit tam ratio mu- 
tationum fimultanearum quantitatum mutabilium & x, quam ratio Umes 
iflius rationis, & ejus exponens. Haec ratio dicatur ratio differentialit ttrtii ordini /, 
& exponens ejusdem dicatur exponent differentialit tertii ordinit. 

Exponens igitur differentiaUs tertii ordinis praediftae funftionis P efl: 


. ddP 


lim. “<Ex° ; & majoris calcuU facilitatis caufa defignatur fymbolo i-^, quod 

pariter fpectandum efl: tanquam fignum unicum , incomplexum , non quafi com- 
pofitum ex duabus partibus d 3 P & dx 3 . Neque movenda efl: quaeftio abfona, 
quid fint termini illi apparentes; neque comparatio aUqua fignorum d i P &L dx 3 
cum quantitatibus A i P & Ax 3 efl inftituenda. 

Hinc facUe Uquet, quid fint rationes & exponentes differentiales altiorum 
ordinum, 4*», s 1 », 6** ... n ,! ; & quid denotare cenfenda fint figna illis 

d *P d SP d*P d" p 


refpondentia, 


dx 4 ’ dx 5 ’ dx 4 ’ ‘ ‘dx B * 


En aliqua exempla praecedentibus iiluftrandis apta. 


Sit 

Erunt 


P = x». 
dP 

t - = nx°-i 
dx 


ddP 

dx* 

d3_p 

dx 3 

d<P 

d X* 
d 5P 
d x 3 


n.n- i.x n -a 


= fi.n-1.s-2.xo-J 


= n.n-i 


= n.n-i 


. »-3.x"-4 
n*4.x n -J 


d m P = 
dx m 


= n.n-i 


• »-(«*- l)x"-*. 


U U. 

Si exponens » fuerit numerus integer pofitivus, feries haec exponentium 


differentialium abrumpetur, 


E 2 


Sci- 
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d"P 


Scilicet: fit m—n, erit - — = n.n-i 
d* n 


2 .I.JC°= I.3.3 


et 


d"-RP 

djc n +* 


Nempe exiltente * numero integro pofitivo : exponens difierentialis, cujus ordo 
per ipfum potentiae exponentem defignatur, fit conflans; & exponentes difle- 
rentiales ordinum fuperiorum evanefcunt. 

In ceteris cafibus, ubi n non eft numerus integer pofitivus, nunquam per- 
venitur ad exponentem diflerentialem conflantem , nec ad evanefcentem. 

Setundum Exemplum. Sit P = zy, & quaerantur omnes exponentes difle- 
rentiales refpeftu ejusdem variabilis x, cujus s & y cenfeaatur efle funflioues. 


Sit ideo P 




d* - -d* + 4l 


2? = *£: 
x ix 

'i P _ j/Mr. 2 d* *£ . dAz 

>x* dx* ' d a <lx J?dx» ... - * 


dd7> 
di 


d 5 P _ -d**- . -dx ijy 4. Jte M + ¥-.* 

d*2 Z dx^ + 3 3i‘dx* + 3 di* ix y dxi 

d *p _ «d^ , dz j- 6 ddt + a?*—.?? 4-v— 

= *d^ +4 3i‘d^5 + 6 dF»-d?* + 4 dx3’di +y dx4 

d57> JSy Az i 4y, Jdx d3y , ioI^Z ddy 

dxS dxa 4 ’- ) dx’dx'* dx*’dx3 d*5 di* di* d* ^dj{5’ 


Generatlm. 

d m P _ ^d"V/ «da d m -»y , m w-i ddz d»-3y , , « <ty d™-'s d™a 

~ 3 dI” + T^x'dx ro -« + 1 * 2 dx*'dx"’-i 1 dx'd*”-i y d*«' 

Identitas (j am a Leibnitzio obfervata, MfeiSL Berol. 1710.) cotfficientium ' 
terminorum fuccelfivorum harum formularum cum cofeflicientibus formulae bi- 
nominalis Newtonianae neminem attentum effugiet. Ipfeque differentiationum 
fucceffivarum procefius identitatem hanc liquido manifeflat., 


Sit 
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Sit P = £ 


yxr 1 


i? = 

di di 3 

ddP 
dx 


S - *-'Z - #-• + «•-• 

et - -s- »s*- + *&- - ‘y«- 


dx* * 'di 

il? = i->i£ _ /Jy x ~* j.r^Jy.- 

dx-t dx-t 

&C. 


«fiS*"* +i^~» -*4^+ M**-. 

&e. &c. 


Sit jP = (ii— oa)i" = (i-f-a)i*>.(i— a)“>. 

Sit y = (i+d) m 2 = (i-a)n 

ddy 

_! «= m.m-i.(i+ a )m- 3 

(J 3« 

d^f/ 

= w....m-3.(i+o)m-4 

= »....«- 4. (i+o)"'“ 5 

d n y _ 


^ i 

di v ' 

dds , . 

= ».«-I.(i-<0“-3 

d*3 , % 

diJ = »• — «-2-(jf-«)»-3 

d*s 
d 5 a 
r 

d n x 


Hinc i? = M . (*— a)™ . (^+a)m-, 


+ m . (i— a)m— i . (i-fa)m 

ddP 

— =r m . m— i . (i— a)»i . (i+o)m- 3 

+ 2 . m . m. (i— o)m-i. (2+a)m— i 

+ m . m — I . (i— a) m — *. (i+a) m 

E 3 


d rp 

di? 
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d 3 J» 


dx 3 


= m.m-i . m — 2 


+ 3 . «i. m . m — i 
4- 3.W.W-1 . »» 
+ 1 . m . m - 1 • m — 2 


A*P 

ap : 


(x — o) m . (x+n)™— J 

(x — a)»»— 1 . (jr-fa) 1 " - * 

(x — o) m — 2. (x-fa) m— 1 
( x — a)'"— 3. (x+a) m 

. . , #»—3 • (x— o)"» . (x+a) m ~4 

m — 1 . m — 2 . (x — a)"— 1 . (x+a) m — 3 

m . m— 1 , (x— a)m— a. (x+a)*— * 

w— 2 . W . (x — fl)™— 3 . (x+a)"»— I 

. . . m — 3 . (x— a)'"-4 . (x-fa) m 

Ordo regularis, juxta quem coffficientes fefe fubfequuntur, longe apertius 
patet, quam fi quantitas (xx — aa) m non fuiflet in factores fuos foluta. 

Utut regularis fit poftrema feries; eo tamen cafu, quo m eft numerus in* 
teger negativus, differentiationes fuccefiivas paulo aliter inftituere juvabit. 

Exempli caula: fitm= — 1; ideoque P= * 


Hinc 


+ 4 
+ 6 

+ 4 
+ 1 


m • * 

m . m 
m . m-i 
m . w-i 
m . 


d p 

±\ 

’ _ (x-o)- 1 ? 

dx 

2a ( 

1+ (x4- a w 

ddP_ 

I 

r+ i. 2 .(x-o)- 3 > 

dx 1 

20 

i — I ,2.(x+a)- 3 i 

d 3 P 

I < 

r — 1.2.3 

dx 3 “ 

— i 

20 j 

[ 4- I.2.3.(x4- a ) -4 

d 3 P_ 

I 

f 4- 1 .... 4. (x — o)~ 

dx« 

20 

l— 1 .... 4. (x4-o) _: 

d 5 P_ 

I_ 

f — 1.... 5.(x— a)- 

dx s 

20 

i 4- 1 .... 5 •(■ v 4'°) — 

&c. 

&c. &c. 


Tironibus identitatem utriusque differentiandi proceffus oftendendam, uti va* 
rias alias abbreviationes evolvendas, relinquo. 


§• a«- 
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§. 2 Q. Quaecunque de imperfeftione calculi integralis, quod ad exponen- 
tes difTercntiales 'primi gradus attinet, difta funt; tanto magis valent de inte- 
gratione formularum differentialium fecundi, tertii, altiorumque ordinum , quaa 
nonnifi perpaucis cafibus inftitui poteft; utcunque eam promovere allabora ve- 
rint mathematici , quorum hanc in rem inventa collefta exhibet celeb. Euie- 
rus in opere jam laudato lnflitutionum calculi initgralit. Illuftrationis & exer- 
citii caufa pauca quaedam exempla facillima hic fulficiant. 

Sit S m (x+fl)» 


Hinc i 3 = C+-L_ 
dx m+i 


'x-fa) m +r 


Uude rurfus z — C‘+Cx + 




m+ 1 . m-f s 

Quoniam quaelibet integratio introducit aliquam quantitatem conflantem, 
poft fecundam integrationem duae occurrunt quantitates conflantes C' & C, 
quae plerumque per particularem aliquam quaellionis conditionem determinantur. 
Sit 

= (*4<0"> 

dx a 


d"->a 

dx“-i 

d"~Jx 

<fx“-* 

d°-3x 

dx»-j 

d n ~4Z 

dx*-4 

d"-5a 

dx»-s 


C + — i— (x+a)*+i 

ra-f-i 

= C’+Cx- 






= C"+C'x+|Cx a + 


w+i 

: C"’+C“x+'sC?x>+ JLCx34 




1.2.3 


w+I 


: OT+C«‘*X+_L-C«X a + — Ox 3 + 

i.a 1...3 1..4 


m+4 
Cx 4 4 


(x4-o)”44 


«H-i...«4-5 


(x4-a)«+y 


~ =C»-u>+ 0 ‘rx+ -LOHx* 4 - 
dx* i.a 


1 . 2 ... «-3 


Cxi- 34 . 


«H-i-w 4»-2 


(x4-<i)m4»-a 


4? =0"4-O i “X 4-1 CN->Vx*4--i-CH-¥x»4^..4- — CxM 4 - 1 (jt+slm+H 

dx i.a 1.2.3 i.2...«-2 w4i..»»4*-i J 

z «=CN-i+CN-“x4-— CN- iu x*4 — — CN-»vx 3 4-...4- — - — Cx®-» + fx4a)»>4®. 

I.a 1.2.3 I.2...W-I t» 4 l ...oM-n * 

Caput 
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Caput Tertium. 

t 

De theoremate Tay lori ano. 
rrr. S- 3°- 

r I 'heoremate, quod Taylorianum dicitur, data mutatione quantitatis mutabi- 
lis, determinatur mutatio, quam ejusdem quantitatis mutabilis funftio quaecun- 
que recipit 

Theorema hoc tam multiplicis eft in calculo djflerentiali & integrali ufus, 
ut accurate explicari, & quo par eft rigore, demonftrari mereatur. Taylor 
(Mathematicus Anglus) illud expofuit in opere fuo inferipto: Mcthodut incremen* 
torum direbfa & inverfa (Lond. 17 15.); fed ex formula (§. p. Introd.) 

Pm = p+ ^AP + I.Ull^P + m .... ^LL j A 3 P + 

1 1 2 • i 3 

D mAx AP , n»Aor (w-i)Ax A l P , wAx (m-i)Ax (w-a)Ax A 3 P 
I Ax 1 a Ax’ 12 3 Ax 3 

confequi tantum indicavit. Plerique poft illum autores fupplendae huic dedu- 
ctioni ideam infiniti adhibuerunt, quam hoc opere penitus eliminare ftudui. 

In Diflertatione inferipta: Expofiion dementaire det principes det calculi fupe. 
rkurt , theorematis hujus demonftrationem ad notiones claras & mere elemen- 
tares revocare allabornvi. Cum vero, quam pag. 47—51. propofui, demonftra- 
ftratio (inprimis autem quod attinet ad expreflioues in pag. 51. contentas), 
mitius firma mihi videretur, neque mihi omnino fatisfaceret (quod innui pag. 
207.); aliam pag. 208— aio. fubjunxi, Academiae Berolinenfis de praedifta Dif- 
fertatione judicio pofteriorem ; quam & ili. Kajstnerum (AnfcmgigrUnde der 
Anahfis det Untndlichen, ite Atfl. §. 144 feq.) jam tradidifle poftea comperi. Ni- 
titur ea hoc fundamento, quod funftio quaelibet quantitatis mutabilis ferie po- 
tentiarum hujus quantitatis in conflantes quasdam duftarum exprimi poffit , qua 
reduftione admifla, demonftratio haec milii plane fatisfacit. 

§.31. Prtmut Cafus. Sit poteftas quaecunque quantitatis mutabilis x, 
quae fiat x+b; ita ut x« fiat (x+&)*. Jam vidimus (§. e. Introd .) effe 

(x+b) a = x n 4 - ”x°-i6+ — — ix"”* 6 * 4 *— .. + — ••••■— ^*®*^*+ • • - 

I X » 13 14 

Sit 
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Sit 

Erit (§.28.) 


P »** 

= »A»-I 
dx 

dd P 

dx 1 

d 3 P 

dx 3 

d 4 P 
3?* 
d 5 P 
5Z? 

&c. 


= n.H-i.x"-* 


= ».«-!. b-3-x"-J 


= n 


n-3.x n '4 
»-4 .* n *S 


&C. 


Hinc (x+£)« 


. . bdP b * ddP. A J d 3 P, b* d «P. t* d 3 P, 

*“ + - j-4- — -j-r + r- : j~ + : — r :nrr+ ~jt + ' 
I ax i.2 d* 3 


e» X...3 dx 3 1 ...4 dx 4 * 1...5 dx 5 
Proinde exifiente P potentia qualibet quantitatis mutabilis x, valor hujus po- 
teflatis , refpondens mutationi propofitae b quantitatis mutabilis x, exprimitur 
per hanc mutationem b, & per exponentes differentiales ordinum fucceflivorum 
ipfius illius poteftatis & quantitatis mutabilis x. 


§. 32. Secundus Cafut. Funftio propofita P quantitatis mutabilis x aut fit 
immediate ex potentiis quantitatis mutabilis x compofita , aut ad eas redufta. 

Scilicet fit P= Ax* + Pxk-l-Cxx + jDx* 1 -\-Ex*. ..... 

feu fit P = Q + R +S+T+V...... 

ubi Q, P, S, T, V funt potentiae quas- 

libet quantitatis mutabilis a, coefficientibus datis- afieftae. 

Sint etiam P‘, Q', R', S\ T\ V* valores omnium prae-< 

diftarum funftionum , quos recipiunt, quando a, accepta mutatione b, fit x-f-6. 

Erit ideo P = Q + R + S + T + V + 

dP _ dq d R , dS d T,,dV 
Ha dx dx dx dx dx ' 

ddP_ ddQ ddP ddS ddP ddr 

dx* dx* dx-* dx* dx* dx* 


G 


d 3 P 

dx 3 
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d 3 r 

dx 3 + 

d 4 P" 

dx 4 

d 5 P d*Q d 5 ^ d*S d 5 J d 3 *' 

dx 5 dx 3 &x s dx 5 dx 5 dx s 


d ™ P 

dx™ 


dx« 


d 3 tf 


d 3 S 

+ dx 3 

'+ 

d^ 

L d 4 i? 

1 

d 4 5 

+ dx 4 

▼ 

dx» 

, d 5 Je 


d s S 

t dx S 

+ 

dx 3 


• 

cKS 

dx<” 

+ 

dx™ 


d“T tW' 

+ dx™ + dx™ + 


Q' + if' + 5’ + T' + Z'.' + 


Item P' 

Atqui (Ca/. /.) 

Q . _ Q . ^dQ, J» ddQ , ** d 3 Q . fi 4 d 4 Q t» d 4 Q 

^ ^ i dx 1.2 dx* 1.2.3 dx 3 i.„4dx 4 1...5 dx 5 

u >> dR b* ddtf b 3 d 3 J? fc 4 d 4 /? £> s d 3 * 

= 1 5 x 1.2 dx 3 1.2.3 dx* 1...5CU 3 

_ . b dS b> ddS , b* d*S b 4 d 4 S 6 3 d 3 S 

1 dx + 1.2 dx 3 + 1.2.3 dx 3 " 1...4 dx 4 i...s dx* 

- »*dd 7 V » 3 d»y . M d 4 T , 6» d 5 T ^ 

1 dx 1.2 dx* 1.2.3 dx* i..*4dx* i...5dx 5 

_ „ , b dV , b* ddJ' . 6* d*£, _M_ d 4 ^ Jf_ d 3 *' , 

i dx + i.adx 3 + 1.2.3 dx 3 1...4 dx 4 i...5dx s 


w „ b dP *’ ddP . i* d ip , 6 4 d 4 -P . b s d 5 P j_ 

ftnc = P + _ — ^ + — JJT+ — + 7^5 dx 3 

Proinde, admifla funftionis cujuslibet quantitatis mutabilis in pote (lates 
quantitatis hujus decompofitione , rigorofe omnino theorema Taylorianum de- 
monftratur. Defiderari tamen poterat, ipfum, reduftione illa non fuppofita, 
fufficienter ftabilhrir quod in Difiertatione inferipta Theorematis Tayloriani demon- 
/kalio (Tubingae 1789.) praeftitit clar. Pfleiderer, poflulando tantum, muta- 
tionem CxP funftionis P, quae ell fuBftio mutationis Ax variabilis x, talem effe, 
ut exprimi poffit per potentias hujus mutationis, quarum exponentes Sequun- 
tur 
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tur progreflionem numerorum naturalium. Hujus methodum fuccinfte expo- 
litam liic fubj ungam, 

§. 33. Sit P funfUo quaecunque quantitatis mutabilis x. 

Sint P 1 , P 11 , P ut , P'', P* ... . P®, px+i, valores, quos funftio illa 
induit, fi loco x fubftituantur quantitates 

•x+Ajt, x+2&x, X+3AX, jc+4Ax, X + 5A* . . . .x+bAjc, x 4 -(»+i)Ajf. 


Sit etiam P* 

= P + 

A\x 4. 

BAx* 4- 

CAx 3 4. 

D&x* + 

Hinc P tl 

= P + 

iAax 4- 

a 3 BAS* 4 “ 

33 CAX 3 _f- 

a*D&x* + 

piu 

= P+ 

3 Aax + 

3*Bax* 4- 

3*CAx3 + 

+ 

p.y 

~P+ 

4 Aax + 

4*BAx* 4. 

43 CAX 3 + 

4 4 Dax 4 + 

P» 

= P + 

5A&X + 

5 3 Bax 3 + 
• 

53 CAX 3 + 

5«-DAx-* + 

ph 

■=P + 

hAax+ 

• 

«>Bax*+ 

/* 3 CAx> 4. 

n*D Ax 4 4- 

pN+I 

Unde 

= P+(n+j)^dx+(n+i)*Bnxa+(n+i)3C4x3 4-(n+i)-»£)*x 4 + 


AP(*P'-P) 

=^A 2 + 

Bax* + 

CAx3 4 . 

BAx4 

+ 

aP(=P ,, -P i ) 

"=^4ax+ 

(aa-j)BAx 3 4 . 

(s3-i)CAx3 4- 

(a4-i)JDAx4 

+ 

aP"(=P u, -P u ) 

—Aax + 

( 3 *-a*)BAx» 4 - 

( 33 -s 3 )CAxS 4 - 

(3 4 -a 4 )DAx4 

+ 

A p"i(=p [ ».p" 1 ) 

e=XAX + 

( 4 *- 3 *)Bax 3 4- 

(4 3 -3 3 )Cax3 4- 

(4 4 . 3 4)Dax4 

4- 

APV(=P V -P 1V ) 

=Axv 4 . 

( 5 *- 4 3 )Bax 3 4- 

(53-43)Cax3 4- 

( 54 - 44 ) 1 ) 4*4 

+ 


a p N - I (=P N -P N * t )=v4Ax+(n3-(«-i)3)BAx=4.(/i3-(n-i)8)C 1 \x3 +(n^-(n-i)-t)D 4 x‘* 4. . . . . 

*p N (e=P N + , -P >, )= J lix4<(rt+i) s -«>)B4x 1 4<(>»+i)3-»3)CAx3+((n+i)<-n4)DAx4 + . . , , 

In his aequationibus cogfFicientes tk A&x differentiae funt primi ordinis nu- 
merorum naturalium; proinde (§. q.Introd.) inter fe aequales, nempe «i ;4 
differentiae ulteriorum ordinum evanefeunt. Hinc fit 


G a 


biP 


P 


\ 
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A^PtesAP^AP) 

= A"(2 3 .. 

. i)Bax* 

+ 

A"(aS...l)CA*S 

+ A"(24 ...I)DAX 4 

+.. . 

a 3 P'(=aP 1, -aP 1 ) 

= A u (3 a .. 

.x=)Bax» 

+ 

A 1, ( 3 3...13 ) CAJ3 

+ A u ( 3 4 •• .i 4 )DAx4 

+... 

A 3 P"(=AP l ‘ , -AP n ) 

«=a"(4* .. 

.2 3 )BAX* 

+ 

A ,1 C 4 3...a3)CAx3 

+ A"( 4 4 . . .a 4 )Di\a;4 

+ ... 

a 3 P ui (=aP‘ v -aP'") 

= A u (S s .. 

•3 3 )Ba*4 

+ 

A"(5 3 »"3 3 jCA*3 

+ a"(5 4 ...3 4 )Dax 4 

+ ... 


A 3 P N * , (=aP l, -AP N -I)=A ,l (n+i) a ..(n-l 3 )J5Ax>4-A"(n4-l)3..C«i)3/7Ai3 +A ' 1 („ +1 )4..(».i)47?Aar4+...- 
A 3 P n (=aP n +'-aP n )= A"(/i+ 2 ) a . n:)Ba:2+A"(/i-f2j3...„3)CAx3 +A“(n+2)4 ... n«)Z?A*4+... 

In his aequationibus cofcfficicntes t« BA** funt differentiae fecundi ordinis fecun- 
darum poteflatum numerorum naturalium; proinde (§. q- Introd .) conflantes, nempe 
= 1.2; & differentiae alteriorum ordinum evanefcunt. Hinc fit 


A3P(=a»P«-A*P) 

= A ,,, (33...i5)CA»3 

+ A ,u (3 4 ...x4)DA* 4 

+A m C3 s - 

..i5)£Ax5 


A3P 1 ( = a*P"-A2Pi) 

= A'"( 4 3...i3)CA*-3 

+ A n, ( 4 4...l4)DA*4 

+ A ,l, ( 4 S.. 

..i3)EAx5 

+ .*• 

AJ^C^ASP^-ASP") 

= A'»( 5 3...33)CA*3 

+A ,,, C5 4 .-.a4)DA*4 

+ A"<55...25)£a*5 

+ • •• 

A3P'»(=a 3 P iv -A 3 P n 0 

= A i, '(63... 3 3)CA»3 

+ A'"(64...34)DAjr4 

+ A"'C65...35)£A»5 

+ 4 .. 


A 3 P*' 1 (=A 3 P N -A 3 P N ‘0 =A'"(n 42 ) 3 ..«.i) 3 CAJf 34 -A‘"(* 4 - 2 ) 4 -ii-l)' 4 CA* 44 A l "(n+ 2 ) 5 ..(n.i) 3 £A Af 5 q-,.. 

A3P N (=A 3 P N +'-A 3 P ,v ) =A I1, (B+3)3...»3)CA*3 + A n, («+3) J »...» 4 )DA* ,, +A I,, ('H^) S "-«' 5 )£A*3+... 


In his aequationibus co&fficientes ru C&x 3 funt differentiae tertii ordinis tertiarum 
pcteflatum numerorum naturalium; proinde (<§. q. Introd.) conflantes, nempe = 1.2.3, 
& differentiae ulteriorum ordinum illorum cotfficientium evanefcunt. Hinc rurfus 


A 4 P(=A3P'-A3P) 

= A IT ( 4 4 ...r)DA*4 

+ A ,T ( 4 5...l)EA*5 

+ A ,v ( 4 4 . . 

. j)FA*6 

+..r 

A4P’ (=A3P"-A3l’ i ) 

= A ,v (5 4 ...i)DAx4 

+A ,t (53...i)£'Aj»s 

+ A 1V (5 6 . . 

.i)FA«t® 


A 4 P"(=A3P ,U -A3P“) 

= A ,V (64...a4)DAj( 4 

+A ,v (65...a5)£Ax5 

+ A lv (66 ,, 

. 2<S)FA*6 


A4P“'(=AJ P lV -A’ P“') 

=A I, (7 4 ... 3 4)DA*4 

/ 

+ A ,t (73...3 5 )£Ax5 

+ A ,V (7«... 

, 3 6)FA» 4 

+M. 

• 

• 


• • • 
A3P N -’(=A3p N -A3P N - I ) = A' v («+3)4..(^,)4Z)A*4+A' v (i»+3)5..(B-OS£'A*5+A’ T (n+3)<-..(*-l)6PA*6+.,; 

A 4 P N C=A3P >,+, -A3P n ) =A ,v («4 4 4 . . . i»)4DAjt‘ , + A 1v («+4)5...b5)EAx 5 + A ,v («+ 4 ) 6 - • .««)FA*6+... 


In his aequationibus coefficientes «rs DA a 4 funt differentiae quarti ordinis potefla- 

tum 
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tum quartarum numerorum naturalium; proinde (§. q- Introd.) conflantes 

; r ' \ . • '• 

nempe = i. 2. 3. 4. & differentia» ulteriorum ordinum evanefcunt. 

Hinc fumtis differentiis quinti ordinis funftlonis P co€flicientes t» 
fiunt differentiae quinti ordinis poteflatum quintarum numerorum naturalium; 
proinde (§. q.Iutrod.') conflantes, nempe = 1. 3. . . . 5. & differentiae ulterio- 
rum ordinum evanefcunt : 

Unde procedendo ad differentias fexti, feptimi, oftavi. . ; . ordinis 

functionis P; «afficientes terminorum F&x 6 , GAx 7 , 7 /a* 8 ..... qui re-, 

fpeftive funt differentiae - - fexti, feptimi, oftavi.... ordinis 

poteflatum - - . ■ - - fextarum.feptimarum.oftavarum . ... nu- 

merorum naturalium fiunt refpeftive quantitates conflantes, 
o * • • T ‘ , 

t v/. • 1 -- 1.2... 6, 1,3.. .7, I.B...8 . . . . & 

differentiae ulteriorum ordinum evanefcunt. 

Sumtis itaque rationibus differentialibus fucceflivis, quae ex praecedentibus 
aequationibus confequuntur, fit 


Jf , . 4 . . , 

dx 

Unde 4 a dP 



B = — - ddP 

1.3 dx 1 



C* 1 d'P 

' 1.2.3 dx» 

l» 

H? = 1.2..40 

dx-* * 

d- 1 

1.2. ..4 dx 4 


d 5 P _ 

aiT = , .2... S £ 

£- 1 d5p 
1.3... 5 dx 5 


d»P 

— = 1.2....6 F 

dx* . . 

• • 

X? _ 1 d 6 P 

1. 2 ... 6 dx 0 

- 

= 1.3 

dx“* 

• . 

• 

- nr — * 1 dro/ 1 

. . . I. 2 . . . m 3x®" 



G 3 Pro. 
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s- 


Proinde ‘ . ' 

P(=P + JAx + BAx* + CAx* + DAx* + EAx* + FAx» +...) 

_ p , Ax dP Ax 3 ddP Ax* d'P Ax* d*P Ax r ' d s P Ax * d 6 P. 

i dx i. ad** 1.2.3 dx» 1.2.. 4 dx 4 '1.2. .5 d* 5 1.2..6 dx° 

§. 34. Uberrimi hujus propofitionis ufus in fequentibus patebunt. Heic 
unum exemplum mere aJgebraicum utilitatis ipfius afferre fufficiet: differen- 
tias omnium ordinum funftionis cujuslibet quantitatis mutabilis per differen- 


tias potcftatum numerorum naturalium determinando. 

Quoniam P^—P-\- — Ax 

1 dx 

et PN+i-p + ■+* Ax 

l dx 

1,2 dx- 

+ C"+0’ A v 3 dd/* 
1.4 dx* 

, «3 . ,d »P 

+ ; dx 3 

I.2.3 dx 3 

+ ("+ 1 ) Ax*£!£ 
1.2.3 dx» 

, » 4 . 4 d *P 

+ r 

1.2...4 dx* 

1.2...4 d* 4 

" 5 ^ s d 5 P 
1.2...5 dx’ 

+ (-+ 1 )^ 5 ^ 

1.2...5 dx s 

+ 

+ 

+ *•••• 


Erit APV n+t-n d P 

(=|»N+u/w) x 

APS + 1 = 5 ±*<* +I )rt* 

1 dx 

+ ("+0 1 '»* AxS ddP 
1.2 dx* 

+ (»+2) J -(“+i)^ v3 ddP 
x. 2 • dx* 

+ 

1.2.3 dx» 

1.2.3 dx» 

AxA a*p 

. I.2...4 dx 4 . 

+ («+2y-(«+iy A . 4 d 4 P 

I.2...4 dx 4 

+ e+ty-^spp 

i.a... 5 dx 5 

+ ("+2K»+O s A „*d*P 
i.a... s dx 5 


+ - + 


Hinc 
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Hinc A*/*(=APN^i. a .pn = 

_ » + a-a(p + y) +n Ay dP 
i dx 

(«+a)»-2(>i+i )*+»»% Y ,ddP 
* 1.2 dx* 

(n+2 ) 3 - a(n-f i ) , +' i3 A'.|d 3 .P 
i.a. 3 dx^ 

(1+2)*- i(n + 1 )<+n > jy ^d «p 

1.2.. .4 dx 4 

(n -fa)s- a(fi+i)»-|-n' AT t d’i> 

1.2.. . 5 dx* 

i 


d*P«+i » 

_ *+ 3 “ 2 C«+ 2 )+«+r.;. dP. 

— a» 

i 1 dx 

+ .("^y-a^+ay-Kn+i)^ , a ddP 

1.2 dx* 

+ ( n d-3)*-3(”+ay-K” +r ) ? A r 3 d 'P 
1.2.3 dx» 

+; ( ,+ 3 ^ 4 ~ -(”t?Y+( n +iy A „ 4 a*p 

' 1. 2. • .4 . dx* 

+ ("d-3 ) 5 - 2 (”-H 2 )H-C»-H) s Ay , d'P 
1.2... 5 . _ dx* 

- + .. ■v V 

+ ■ 


Hinc A’PN(=A*PN+i-A*PN) __ 

= ("+3)-3("+3) + 3(«+Q-" Ar d P 
* . dx 

+ C»d-3)*- 3(*+3) 3 +3("-H )"- 

1-2 dx* 

f + A r ,d 3 p 

1.2.3 dx* 

+ C”+3)*- 3(”+*)*+3(«+i y- » 4 a Y «d*P 
1.2... 4 d* 4 

+ (^ 3 ^ Sfo+ay +s OH-r) 1 - ^ A Y , d 'P 

■i. 2.-5 dx* 


Asp»«+r » £ ■ A 

= " + 4 - 3(»-f-3)-f 3("+2) - CM- 0 ^ dP 

; • ; l - ' \ - j dx 

+ ("+ 4 ) , -3(”+3) J +3(«4-ay- (M-t )» A ^ddP 

1. 2 dx* 

! . , *t 

+ (»+4y-3^+3y+3(»4T2)*.(fi4-ry - r ,d 3 P 
1 . 1.2 dx 3 

' 4 . ( n +4>-3f"+3) < -f3(«4 2 V-f<H-iV ,d 4 P 

1 . 2 . ..4 . . dx 4 

+ (« H-4) 5 - 3(”+ 3 y+ 3C»4-2) 3 - («4-Q» „ ^d « P 

; 1.2... 4 J dx* 

:+i . 

- + - - - - — . 4 - . 


Hiuc 
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Hinc A«/3N(=A3pN+I.A3PN) 

= ”rf4-4(»+3) + 6(wf 3)-4 ('»+i) + h Ajc d P 
’ i d* 

' '■ - 1.2 d** 

_,_ f«+4) *-4C«+3) * +6(»+a) 4(«+0 ’+ *' ^ .3«» ' 1 ■ P 
• * 7 1.2.3 ~ dx * 

+ (H- 4 )*- 4 C”+ 3 )*+ 6 (»H- 0 4 - 4 ( , H-i) 4 +"* A y 4 d 4 .P 

t - i.2...4',r d** 

+ C”+4) , -4(”+3) t +6(H+2)«- 4 (>»+0 , + " { A^d3P 
: -• ” i.2.,: s ” 

+ - 

4* ^ ^ ^ ■ • - - - 


A® ,PN 

«V. 


Generatim 

«+« . ^ (B+ *_ I)+ " . ^n+m-2)- - • ■ ( n + w '3) . . ..±?(«+D + " dp 

= I i a ; 1 3 Ax-rr 


"... („ +w )»J?( B+(M - I y+“ •• ^("+^3)». .•±7 («+i) 2: F»‘ 1 jj n 
I 12 I 3 1 A fi. “ 


-Ajf 3 


d* 


i. a 

(«+m)V . ”ill(«+>«-2)3-7 . ^(«+m-3)’ . . . ± y(«+D 3 +« J 

I I 2 IA Anl u _ 


d* J 


I. 2. 3’ 


dA-‘ 


( ff+ m>-! I iCn+»<-iy+ -• ^C»+«»-2) 4 -7. .£* („+m-3)‘. . . ± y("+i) 4 +^ , 4/ , 

* * I 12 13 * _ Av 4 U 4 T 

+ TTTTTTi d * 4 

(n+,iy.H{n+m.iy+H. Tl(»+m- 2 y-* . .^ 2 (»+m- 3 ) 5 • ..± - Vi.'!)'*** p 

t 12 13 ,Ayl a - 

- + - r ' ~ 4 1. 4 ... 5 * ‘ d * 5 

- + • - ' " ’ ~ 

+ 


Nomi- 
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A™P 


Nominatim igitur 

»»+i (m-i ) — — ... — (w-2l . . . . jr — 2 4- I 

i 1 2 13 i 


Ax 


dP 

dx 


. ... m , , m m-i, .. m «-2, , f» 

(W+l ) 1 '»* + (w-l ) 3 ... (»*- 2 )*. ... ±- 2 a 4 - I 


I 2 


-Ax 2 


I. 2 

»» l»- 2 , 


ddP 


O+l) 3 — --W’ + - . ^l(w-l)* — - . . . ^(w-2) 3 . . . . + ™ 2’ + l 

11213 1 .A* 3 d>P 


1 . 2 . 3 


dx» 


. . m . , m m-i , .. m m-2, ». , m . _ _ 

(m+i ) 4 «•*+ (m-i) 4 — (m-2) 4 .. .. ± — 2 4 + I , _ 

I 12 i 3 L A„»d 4 P 


.Ax* 


1.2 ... 4 


dx 4 


+ 

+ 

+ 


. . .. m . . m m-l, m m- 2 , .. . m , — 

(m+l) 3 - m 5 + — (m-i)S (m-2) s ... . ± -2 5 + I _ 

I I 2 13 I 


I. 2 


-Ax» 


dx 5 


_ A m fm4-i ) dP 
~ i dx 

L A m (rn+i) 2 Ai . 3 ddP 
^ i dx 2 

+ Arr ( m +^\ „^ sp 

1.2.3 ax* 

+ Am (CT+T ) 4 a t d 4 f 

1.2. . 4 dx* 

^(m+iy^dJP 

1.2.. 5 dx 5 

+ ' ' - - 


H 


Atqui 
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Atqui (§. q. Introd.) A<«(«+i) m = 1.2.3....W, & differentiae ulteriorum ordi- 
num evanefcunt. 

Erg0 a»P = ^ fl 

1.2. ..r» CU m 

1.2... 111+1 dx m +i 

A-”(rr+,)”+\ rm + 2 ^+--r 
"* 1.2. ..«H-2 dA m +i 

Wll4 .,d"4-3P 

1.2.. . <«+3 d-V m +3 

1.2.. .M+4 d* m ++ 

+ 

Itaque differentiae omnium ordinum functionis cujuslibet alicujus quan- 
titatis mutabilis reducuntur ad differentias poteftatum numerorum f natura- 
lium. 


Caput Quartum. 

De Jerie Bernoulliana. 

§• 35 - 

|^it — y ratio differentialis data inter quantitates mutabiles x, y, Z. 
Relatio earum integralis exprimi poteft per exponentes differ en tiales omnium 
ordinum variabilimn x & y; quod fic inveftigatur. 

d Z 

dx 
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~ = y 

<ia 


= </ + * 


a JL 

d* 


-<*&+ 


+(}** 


3x*S 

ddy , t r 3 d 3 y\ 
djf* 1.2.3 dA 3 -' 

—(— *>¥?+• 


.a*A 


x.2.3 dx i 1.2...4 dx 7 -' 

V.1.2...4 dx 4 1.2...5 dx 5 -' 


Itaque 

„ „ . ... a* dv , a 3 ddy a 4 d 3 y , a 5 d 4 y a^ d 5 y M 

Z C+xy j.2 dA + 1.2.3 dx* 1.2...4 dT 3 I.2...5 dA 4 i.2...6dx 5 

Striet hicc notatu admodum digna, & cujus foscundae applicationes in fe- 
quentibus occurrent, Bemoullinna dicitur; quod Jou. Bernoulli primus eam 
fub forma hac fimpliciflima tradidit. (Vide ipfiut Opera , T. I. p. 135 feqq.) 

Exempla. Sit y = a 1 ". 

-K = «A m "* 
dx 

M?- = m. m- ia™-* 
dx s 

dv 3 . 

= m . . . m - 3 

d* 4 

dA* 5 

1 

= m m-5A m *< 

dA* 3 


H 2 


Hinc 
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Hinc pofito ~~ — * m 

Z-r. |- y m 4 -i(,_ >» | W-..W-3 W...BI-4 «>...»»-5 

1.2 I. 2.3 1 . 2. .4 1 . 2... 5 I.2.. .6 + 12 ...7 

Atqui pofito ^ = A m eft Z = C+ — i-* 1 "-!-» (§. 27.) 


. m-2 m ■ . . »m-3 _ «... «.4 W...W-5 
I ..4 I. 2...5 I. 2 ... 6 l. 2 .,. 7 


Ergo - 1 = t _ «_ «^ 

M+I 1.2 1 . 2.3 1 . 2. .4 1 . 2. ..5 

Obfervatio prima. Cafu iioc facile eft cxprcffionum praecedentium identita- 
tem dcmonftrare. 

m.m-x «..«-2 , «...«-3 «...«-4 , 

7r71 + i777s 1...6 + 


Etenim 1 — — 4-- 

1.2 1 . 2.3 


1 sm+l « +1 ■ « . « + r m-i iw+l _ «-2 . «+l w-3 m-f t m- 4 

m+iv. 1 1-2 1 3 1 " 4 ^ 1 "~ y ~ 1 0 


« _J_(i-(i-i)-"+i) = _L. 

m+i v to+i 

Obfervatio fecunda. Series Bernoulliana varias induere poteft formas, pro- 
uti quantitas x augetur aut minuitur aliqua quantitate conftanti a : fit enim eo- 
dem omnino modo 

v ^ _v. dy , (*-H) 3 ddy _ (x+a)< dfy _J*+o)* d 4 y _ 

z-c+c*+«)y“^-- ai+rri dx* 1...4 dx3+ 1...5 ^ — 


Obfervatio tertia. Cum feries Bernoulliana relationem integralem fub forma 
omnium fimpliciflima raro exhibeat (quod ipfo exemplo praecedente ~ — x™ 
fit fatis manifcftum); ad eam non eft recurrendum, nifi prius tentatis aliis in- 
tegrationem propofitam perficiendi methodis. Seriei hujus collatio cum expref- 
fionibus, quae aliis methodis obtinentur, ad varia ducit theoremata, quibus 
evolvendis non immorabor. 


§. 36. In aequatione differentiali = y exponens propofitus y poteft 
effe quantitas quaelibet fimplex aut compofita, dummodo exponentes difleren- 
tiales omnium ordinum duarum quantitatum variabilium y & x exhiberi pof- 
fint. Hoc monere eo magis e re elle cenfui, quod mathematici etiam in cal- 
culis fuperioribus verfatiftimi non videntur illud fatis agnovifle ; uti ex dubiis 

patet, 
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patet, quas fagaciflimus Holland amico fuo clarifs. Lambert ( Britfwtchfel 
I. Band pag. 105.) propofuit Ilis verbis: „Ich habe befondert durch die Bemoullifche 
Reihe finden woilen, ob fch ttichi kGnntc f.ij™dx aus ftjdx, oder welehes ieh befondert 
wiinfchte, f.xydx aus fydx fndeu laJJ'en. Mein Bemtihen war fruchtlot, wie es noeh alie 
meine Un/erfuchtmgett in diefem Punct gtwefen Jtnd. Wenn diefe Vergleithung allgemein 
mdglich ift ( woran ich noch zucifle ); fi fihe ich die Entdeckung derfilben fUr tine der 
wichtigften an, die man zur Erweiterung der Integral - Rechnung machen kanv.„ (a) 


j y 

Sit ideo conformiter voto celeb. Holiand —=. xy: & fit P — xt/. 

dx J 

d P 
dx 

dd P 
dx 1 


d * 3 

d 4 / 3 

djc* 


cU s 


dx° 


y -i 

dy 
“ X dx 

cU 

+ x Ad V 

+ dx* 

ddy 

+ x vy 

‘d * 3 

d * 3 

,d 3 y 

'dx* 


.d 'y 
’£T< 


d 5 y 

d‘y 

cLv 5 

T dv 6 


H 3 Hinc 

(a) Hoc eft: „Quttrebam inprimis, anne ope feriti Bernoullianet ex f.y&x liceret fymdx 
aut ( quod prcecipue optabam ) fixydx eruere. Conatur mei fuerunt irriti, uti 
haHenus omner mece hanc in rem invefligationer. Quod Ji ha-c comparatio 
generatim poffibilis fit ( de quo adhuc dubito); inventio ejus mihi una ex po~ 
Htfimie ejfe videtur, quibus calculus integralis perfici pojfit. 
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Pine Z=*C+xxy 

x * , , d»n 

-r/» + 'a;J 


I.2.3 djf QX*\ 


— * 4 , d»y~l 

i.2..4 C3 dA J+ d* 3 J 

+ * 5 f, A3 y t- r d4,/ l 

+ i.2..5 C4 d*3 + d* 4 J 


= C+~x jcy— 

1.2 

Sit P=y m 
AP di t 

d* 3 di- 
AAP 

d.v s J |d* 


x 6 fd 4 .y J . v .d 5 <y 

1 

1.2..6 IcLv 4 ' 

dx 5 

J 

x r I 

+ 

"d s y 


1.2..7 | 

dA' 3 

dx b J 


+ 

- • . - - 

' x s d 3 yj_ 

X 6 

d 4 y x 7 d 5 y , 


+ my m 


Ax* 


!n£ = w - w * 2 r- 3 [jJ£J 







A*P rdvl 4 a * r" Au "1 3 ddy < |d**J 


•f iom-t>i-$ij m ~* 


dx' dx* 

... -1 1,1 1 l5«...W-2y™-3^ J— 1* 

dyT 3 dd / 3 d.t d*- | 

dx d** 




_ „ddy d 5 y 

+ dy d 4 y +W - y I ^ 


.. f dy~| a d J y 

I d* I d A 3 


Ouibtls 
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Quibus fubftitutionibus factis obtinetur valor exponentis integralis per ex- 
ponentes differentialcs omnium ordinum quantitatum y & x, 

4 

Sit iterum - — vy. 
dx 

Sit P — vy 
d f + y A -L 

d x dx s dx 


ddP__ r ddy dr/ de 

dx* dx* *" 2 dx dx 


+ y ddu 

J dx * 


d 3 / > d*v de ddy . dde dy 


dx 3 dx 3 


h 3 dxdx* r ***■'• a * t y 


dx - dx 


d 3 e 

'dx 5 


d*P d 4 y de d 3 ;/ .ddcddv, <He dij d*v 

dx* ''dx 4 dx dx 3 ‘ dx 3 dx* 4 dx 3 dx "^”^dx 4 

d'P_,d s y ddud^jf , d ! n dde d 4 e d;/ d 3 e 

dx* dx 5 ^dx dx* ^ dx* dx 3 ^ dx 3 dx* + 5 dx 4 dx +y dx* 


Hinc Z=C+vxy 

x* fd u, 

~ +y ; 

+ _*1 H - d A y 1 - dv d y . ,,<^£.1 
+ rii L d *= + <& a* y d^~j 

- +a- dde d'e] 

1.2...4L d* 3 3d4; dx 3 dx dx* + y dx^ j . 

+ Jl!_fed^ + 4 i w d!^ + 6 dd£<% + .d^e df, , dV) 

+ i. 3 ...s(_dx* 4 dxdx* dx=dx*^ 4 dx 3 dx ^dx^J 


1.2...6L dx 3 

+ ■ 


dx* dx 3 


dx* dx* + 5 dx 4 dx +y dx 5 J 


+i' 


dVl 


§• 37 - 
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,, A 7 

§• 37 - Quemadmodum relatio difTerentialis primi ordinis = « ducit 

dx 

ad relationem integralem, qua Z per x determinatur: ita etiam relatio dif- 
ferentialis incomplexa = y ducit ad relationem integralem inter d — l — 
& easdem variabiles; ac deinde ad determinationem aliorum exponentium dif- 
ferentialium inferiorum ipfarum Z & x. 


i°. Sit 


ddZ 

dx 1 


= y- 


Erit (§. 35.) 

^Lc+xy-fi *!+-?! 

dx i.2cU i.a.3dx* 


Sit = C + P. 

dx 

kaque “ y 

AAP _ Ay 

dx* dx 

A 3 P _ ddy 
di -3 Ax* 
A*P _ d 3 y 
dx* dx 3 

d*P _ d^y 

dx* dx* 


x 4 d 3 y x s d*y x 6 d*y_j_ 
i.2...4dx' + x.2.„5 dx* 1.2... 6 dx f 


Hinc z=c'+cx+xx,j- — - jsL £l +-HL 

1.2 dx 1.2.3 dx 3 1.2... 4 dx 3 T I.2..-5 dx* 

__ x* x 3 dy x* ddy^_ x 5 d'y x 4 d*y _j_ 
i.a y 1.2.3 3 x i.a.-^dx* 1.2...5 dx* “1.2...6 dx 4 

-c+Cx+ll 

1.2 1.2.3 dx I.2...40X* 1.2...5 dx 3 i.2...6dx 4 


Sit 
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Sit ai? _ y> 

W« E> C ' +0,+ .'.» ,”.3S + 
«C'4-Or+ii 

3*« ddy_ d 3 y + 5 x^ d 4 y 

I.2..-4CF 3 I.2...5 {U 3 X.2...6 3 P 

a/* ^4. ** dd y_ 

x 4 d 3 y x* d 4 y x 4 d 5 y 

dx ^ i.a d» 1.2.3HS 1 

1.2...4 d* 3 * 14«..$ d* 4 1.2...6 d* 5 

ddP = v 
dx* y 

/ 

d 3 P dy 

d*s “ dx 

/ 

A*P _ ddy 
d** dx* 


d*P = d 3 y 
dx* = dx* 

, . . 


Proinde 2 = C"+C*+JC*« * 

X 3 3X* dy. 6.v s ddy iox‘ d 3 y , 15*^ d 4 y_ 2ix*d s y , 

1.2I3? i.a..4djt + i.a...5d** i. 2...6 Ha* i.*... 7^3P 1.2...8 tu? 

j 4 'jj 

Hinc porro , fi =« y 
erit Z « C" + C" * + \ C ** + 

. X 4 4* s dy I O» 6 dfiy_ 20* y <^ 35*» d 4 y 56*» d*y . 

"** 1.2... 4’ 1.2...5 d* 1.2...6 dx* 1.2...7 d** + i.a...8d* 4 t.2...fdx s 

Gtturaiim fit = y. 

djc» J 

Fiet Z=C m -' + CM-«jc 4 - J-C M -''U* + ? — C*i«+ — 5 — Cx»-» 

1.2 I- 2-3 I. 2 ...W -2 I. 2 ...M-I 

!!,!!!±W» 


^ Jf" m . <« 4 i dy 1 ' 2 ddy 

I.2...1* 1. 2 ...m+i dx ^ i. 2 ...» 4 -» dx* 




d 3 y 

1.2. ..«+3 dJ* 




d 4 y 


1.2... «+4. 2x 4 


«..."i+4^,4-5 

1 . 5 V}L + 

i.2...*w+ 5 dx r 

I 


Obftr- 
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Obftrvntio. Ex his formulis plurima curiofa faltem theoremata deduci po/Tent; 
conferendo eas ciun formulis, quae cum ipfis identicae efle debent, & quae aut 
integratione immediata, aut methodis a priore diverfis obtinentur. Et hic re- 
petendum eft ( a fortiori ) monitum , ut ad feries Bemoullianas non prius recur- 
ratur, quam alia fubfidia fuerint exhaufta. 

Exemplum. 


Sit ** -x.. 

dx m 

dnwZ = c+ 

dx»'i n+i 

d '™?=C-+Cx+— 1— x*+2 
■ d*" 1-3 b+i . n+s 

= C"-f- C'x+ JL Cx 1 *”+3 

dx"-3 1.3 «+I...W+3 


» • . ... 

Z zjz ri*-i + C M -"x+J-C ,i - ,u x 1 +...+ — - — CV“-«+ *»+>". 

1.3 ... i.3..*-i ' r.+i...n+m 


Caput Quintum. 

De Tangentibus. 

' 38 ‘ 

' Definitio, xit arcus curvae, isque totus aut concavus aut convexus verfus 
diametrum, ad quam refertur: per punftum aliquod hujus arcus ducatur linea 
refla, quae ipfi ita occurrat, ut ad utramque punfli hujus partem extra cur- 
vam jaceat. Haec refla dicitur tangens curvae, & punftum, ubi curvae occurrit, 
dicitur puncfum eontaBus. 

Per punftum contaflas ducatur refla diametro ordinatim applicata. Si 
tangens occurrat diametro, ad quam curva refertur: pars diametri ordinatam 
inter a punfto contaftus duflam & punftum , ubi tangens occurrit diametro , 
comprehenfa, dicitur fubtangeiu. - , 

Sci- 
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Scilicet curva AMM' referatur ad diametrum AP per reftas ipfi ordinatira Fig. ir. 
applicatas MP, M'P'. Per punftum M arcus MM\ qui ex utraque punfti M 
parte ad diametrum fit concavus 'aut convexus, ducatur recta MT, quae curvae 
in punfto M ita occurrat, ut ad utramque punai M partem extra curvam ca- 
dat: haec reaa MT dicitur tangens curvae, & punaum M dicitur punctum 
contaaus. Sit MP diametro ordinatim applicata , & tangens occurrat diametro 
in T: linea PT dicitur fubtangens. ‘ 

Qurecunque dicentur de arcubus verius diametrum concavis, facile (mu- 
tatis mutandis) ad arcus verfus diametrum convexos applicantur: quare (bre- 
vitatis caufa) de prioribus tantum dicere fufficiat. 

Obfiruatio. Ex punao M ad aliud quodpiam punaum M' arcus AMM' du- 
catur chorda MM', quae produaa diametro occurrat in S. Per punaum M’ du- 
cantur reaa M'P diametro ordinatim applicata; & reaa A/'Q diametro paral- 
lela , quae ipfi MP occurrat in Q- Linea PS dicitur fubfecam. 

Fit femper MP : PS *= MQ _ : M“Q; hoc eft: ratio mutationum fimultanea- 
riJm ordinata: & abfcifTae diametri aequatur rationi ordinatae ad fubfccantem. 

Prior itaque ratio major eft aut minor ratione ordinat* ad fubtangentem , pro- 
uti fubfecans minor eft aut major fubtangente : nempe in cafu figurae , ubi ar- 
cus MM' concavus eft verfus diametrum, prouti punftum M' fitum eft inter 
punfta M & S, aut fecus. Quoniam vero punfto M' propius propiusque ad pun- 
ftum M accedente (ita ut mutationes fimultanrae ordinatae & abfcifTae diametri 
continue fiant minores), punctum S continue accedit ad punftum T; ita ut fub- 
fecans contiuue minus differat a fubtangente: proclive eft fufpicari, rationem 
ordinat* ad fubtangentem pofTe ex ratione differentiali (fi qua fuerit) ordinatae 
ad fubfecantem deduci; quod theoremate fcquente ftabilitur. 

§. 39. Theorema. Ex punfto aliquo cujuslibet arcus, qui totus fit verfus 
diametrum, ad quam refertur, concavus (aut convexus), ducatur refta, quae 
arcum tangat & diametro occurrat. Dico: rationem mutationum fimultanea- 
rum reftae diametro ab eodem punfto ordinatim applicatae & abfcifTae diametri 
fieri poffc minorem quacunque ratione data, quae major fit ratione data ordi- 

1 a nata? 
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natae ad fubtangentem; majorem vero quacunque ratione data, quae minor fit 
praedida ratione. 

' Sit MP diametro AP ordinatim applicata; & tangens MT, quae dinfnetro 
occurrat in T. Detur ratio MP : PS ratione MP: PT; ideoque fit Ps 

Irilr ] or ipfa PT. Dico: rationem mutationum fimultanearum ordinatae MP & 
abfcilfe diametri AP pofle fieri J^^jorem rat ‘ one P ro P°h ta HP '• 

Arcus propofiti fumatur punftum quodcunque m, priore quidem cafu fitum 
ad easdem ordinatae MP partes, ad quas eft punftum T; pofteriore ad partes 
oppofitas. Jungatur refta Mm; quae, cum arcus (hyp.) fit verfus diametrum 
concavus, tota intra eum cadet Per punftum m ducantur reftae mp ordinatim 
diametro applicata ; atque mq diametro parallela, quae ordinat® MP ipfi vel pro- 
duftae in punfto j occurrat. 

Erit ratio Mq : mq vel | data 18110 MP : PS; 

& tunc effeftum erit, quod proponitur. 

Vel ratio Mq : mq erit rationi datae MP : PS aequalis , aut ipfa 

t major priore cafu ) 
j miuor cafu pofteriore J' 

Si prius: ob Mq : mq — MP : PS refta produfta Mm incidet in punftum S. 

Si pofterius : refta Mm produfta diametrum in punfto t ita fecabit, ut 
&3°. punftum 5 cadat inter punfta / & T, ob MP : Ps^Mq : mq} ^ MP: PS; 
proinde Ps < PS. Tum igitur refta SM, utpote intra angulum TMs, eique 
ad verticem oppofitum tMm fita, arcum Mm verfus diametrum (hyp.) conca- 
vum in punfto aliquo M’ citra vel ultra M fito ita fecabit, ut fegmentum 
ipfius MM‘ intra arcum jaceat. Per M' agantur refta M'P diametro ordinatim 
applicata, atque M'Q diametro parallela, quae ordinatae MP ipfi vel produftae 
in punfto Q occurrat. Porro fumatur punftum quodcunque arcus Mm quidem, 
fi produfta Mm in punftum S incidit; arcus autem MM', fi fecus: & per hoc 
punftum N agatur diametro parallela NR, quae ordinatae MP in punfto R, 
chordae vero Mm vel MM' in punfto N 1 occurrat. 

Erit femper MR : N R — MP : PS. 

. Atqui 
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Atqui NR>NR, fi punfta m, M', AT ad easdem ordinatae 3 tP partes ja- 
cent, ad quas eft punftum T; tum ergo MR : NR< MR : N'R<MP: ps. 

_ Et NR < N'R, fi punfta m, Al\ N , atque punftum T jacent ad partes 
ordinatae MP oppofitas; tum itaque MR : NR > MR : N R> JUP: rs. 

Sed ratio MR : NR eft ratio mutationum fimultanearuin ordinatae JUP & 
abfciflae diametri AP- Ergo ratio harum mutationum fimultanearum poteft 
reddi quacunque ratione propofita, quae fuerit ratione ordinatae 

ad fubtangentem. 

§. 40. Corollaria. i°. Ratio ordinatae ad fubtangentem eft limes ratio- 
nis mutationum fimultanearum reftae a punfto contaftus ad diametrum ordi- 
natim applicatae, & lineae ex diametro abfciflae; feu prior ratio eft ratio dlfle- 
rentialis harum linearum. 

Scilicet fit MP = y, ; 1 P=x-, feu PT=y^. 

F 7 dx *dy 

Ex conftruftione liquet: fubtangentem efle limitem (fi quis detur) fubfe- 

cantis; quod etiam evinci poteft, ut fequitur. 

Sit MP = y; M'P' = y‘; PP'= Ax. 

Priore cafu eft M'P=y-Ax.¥ + — . *l + 

dx i.a dx 3 x.2.3 dx 3 1.2...4 dx 4 ’ ’ 

au f w’n‘ , a dy , Ax 3 ddy Ax* d 3 » Ax 4 d *u , ^ 

Atoo cto M e -Jt+A». 3* + — • JT? +— jT + 

Hinc jbq= ta.* T 4 LV!|*. f A£.<j*r T j!£L.£j + 

^ d* 1. a dx 3 i.a.3 dtJ 1.J...4 3 x* ~ 

PS = vv 1 

3 dv^Ax ddy , Ax 3 d 3 y-_ Ax* d 4 f/ 

dx 1. 2 dx 3 ”^ i.a.3 dx 5 x.a...4 dx 4 

Si quis fit limes pofteriorioris membri, erit etiam aliquis limes prioris. 

I J 

Sed (§. 16.) limes pofterioris membri (fi quis fit) eft y dg = y^ Ergo: limes 
prioris membri, nempe PT, eft y-^j* 

a°. Ratio aequalitatis eft etiam limes rationis tangentis ad fecantem ; qua- 
tenus utraque refta hinc punfto contaftus , inde punftis, ubi diametro occur- 
runt , terminatur. Et proinde tangens eft limes fecantis. 

1 3 3°. Iu- 
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3°. Limes rationis fecantis ad fub r ecantem aequalis eft rationi tangentis 
ad fubtangentem. 

§. 41. Hinc quoque determinantur tam angulus, fub quo tangens oc- 
currit (fi fieri poflit) diametro, quam angulus, quem tangens facit cum recta , 
quae a punfto contaftus ordinatim diametro applicatur. 

Nempe fi angulus P fuerit rectus: erit tang .MTP = ^ 

Pl ax 

& cot. MTP=* tang. PMT= ~ = — 

A1P dy 

Si vero angulus APM non fuerit reftus : erit 

cot. MTP = — cotec. APM — cot. APM = ~ cofec. P — cot. P; 

• dy 

& cot. 1 8o°— MTP = cot. APM— ^ cofec. APM 

dy 

cot. PMT = cotec. APM — cot. APM— cofec. P — cot. P; 

Pl d* 

& cot. 180 0 -- PMT= cot APM— cofec. APM ■ ( 0 ) 

dx 

§. 42. Tranfeo ad exempla, quibus ufus praecedentium formularum fiat 
familiaris. 

Sit aequatio propofita y«-H» *= «tu» (quae eft aequatio parabolarum, m & n 

exillentibus numeris pofitivis). 

Erit (»-f«)ym+n-i^ = mjm.xn-1 
dx 


dy _ » a m x n ~ t 

Sx m+ii'y m + a 

dx 

dy 

dx 


m + n 


-± •_ V = JL 

1-1 ~ m+n ' x tn+n U / m+n \y J 

+” * - a +n /- m+n Sy\ 

n y » n \as 


m + n 
n 


= PT-H^x. 


cot. 


dy n 

(a) Formulae hae fluunt ex hoc theoremate noto trigonometri* planae. 

Sint A, B, C . . . latera trianguli reftilinei , 

a, b , c . . . anguli his lateribna refpeftive oppofiti. 

Datis lateribus A & B, & angulo c, quem continent; reliqui anguli a, b, imme- 
diate determinantor , ut fequitnr: cot. a = ^ cofec. c — cot. c 

cot, 6 = ^ cofec. c — cot. c. 
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cot. MTP = ~ C -V + D cofec. APM — cot. APM- 
n \aJ 

cot. i8o° — MTP = cot. APM — i. JOL cofec. APM 

n a ui+n 

m 

cot. PMT - —( n >+" cofec. APM —cot. /WtfJ; 
w4-f> x x J 

m . 

cot. 1 80° — PMT = cot. APM -V+ n cofec. APM. 

m+n\ x J 

Sit jc = o; erit o: proinde altero punfto T, quod duftum 

tangentis determinet , deficiente ; ejus pofitio foret indeterminata , nifi in 
promtu edet angulus, fub quo tangens diametro ad verticem occurrit. Quo* 

ro 

niam autem * = o; = o ; proinde cot. 180® — MTP = cot. APM ; & 

igo® — MTP— APM- Ideo refta , quae parabolas in vertice diametri tangit, 
parallela eft reftis , quae huic diametro ordinatim applicantur. 

Etenim fi fieri podet, ut refta, quae ex vertice diametri alicujus para- 
bolae ducitur parallela reftis huic diametro ordinatim applicatis, occurreret 
iterum parabolae; fit y pars idius reftae intra parabolam comprehenfa. Edet 
ym+n— n m 0 iij & proinde y = o, contra hyp. 

m 

Crefcente x, quantitas continue decrefcit, nunquam vero fit = o. 

Hinc eft femper cot. i8o° — PMT < cot. APM- Proinde angulo APM exiftente 
refto aut acuto, eft femper i8o° — PMT > APM ; & PmT+ APM <i i8o°* 

Sit autem APM obtufus, cujus fupplementum fit M PA\ 

m 

Erit cot .PMT = 7^(7)"^ cofec. APM + cot. MPA"; Fig. 12. 

hinc eft femper cot. PMT> cot. MPA'; PMT < MPA' <180° — MPT; 
unde iterum PMT+ M P 7 '< igo°. 

Tangentes ideo cujusvis parabolae nunquam fiunt diametro parallelae; fed 
ad parallelismum accedunt eo magis , quo remotiora a vertice funt punfta cur- 
vae, ad quae ducuntur. 
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Exemplum 2. Sit ymx* == n«+" , quae eft aequatio Iiyperbolarum ad afym- 
ptotos relatarum , exift entibus m & n numeris pofitivis. 

Eft ideo my m -ix r + ny m jc n -i = o; 


mx& 

cLk 


+ ny = o; 

m-fn 


1 L = _ !•/!')* 3 ^ 

rfac m x m \xs m V a s 

df = _* * _ _.«.f*y 5 T = - -f“Y 

dy n y n V a/ u\yJ 

dx 


— ”x; PT~--AP. 


3 dy n ' n 

Scilicet ratio fubtangentis ad abfcitfam diametri eft etiam ratio data; fed fub- 
tangens & abfcifla diametri ad partes ordinatae MP oppofitas jacent. 

Fig. 13. eot .MTP = ^.pCofec.MPT — cat.MPT = * ^fpcoftc.MPA + cot.MPA 


“ n (a) m cofec.MP.4 + cot.MP.<4 
% m-fn 

cot.PMT = ^j.cofec. MPT — cat.MPT = " cofec.MP^ + cot.MP/t. 

Sit Jffcf reftus aut acutus: cot. MTP femper major eft quam cot .MPA; 
fed ,ad eam eo propius accedit, quo minor x. Sit autem MPA obtufus; 

m-t-n 

cot. MTP = m n (^) " cofec.MPr-cot.MPr 

ai-fo 

cot.i8o°— MTP = cot .MPT- ~(j~) " coCtc.MPT. 

Ideo coti 180 0 — MTP femper minor cot .MPT; fed ab ea differt eo minus, qu® 
minor x. Scilicet tangens MT nunquam fit parallela ordinatis MP , fed ad 
parallelismum accedit eo magis, quo minor abfciffa AP- 

Sit MPA reftus aut acutus: co tPMT femper major quam cot. MPA; ab 
ea differt eo magis, quo major x. Sit MPA obtufus: 

m-fo 

cot. 180° — PMT » cot .MPT——C “Y n_ cofec. P. 

Proinde cot. i&o°— PJHT femper minor cot. MPT (unde MPT-{- PMT<1 x 8 °"); 

fed 
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fed ab ea differt eo minus, quo major e(t x feu AP. Scilicet tangens MT 
nunquam fit parallela afyniptoto AP; fed ad parallelismum accedit eo magis, 
quo major AP. 

^ r . b m i 

Exemplum 3. Sit quae eft etiam aequatio hypferbola* 

rum ad diametros relatarum. 

Erit * 

' (Lf a m 

• ■ ’ * 1 . • •• : 

dy b m X®"! 

dx a™ y ,n -i 

d* _ o m y®-! 

dy b m x" 1-1 

= pr = S-S c " n ’* om) “ ' ‘ ; A ' ' ’ 

xm-i 

x® - a™ o m 

x®-« x®-i ' 

Hinc x-PT = = « ( IX ' 

X“-« Xjf J' * I 

/ r 

Subtangens igitur PT femper eft minor quam abfciila diametri. Quoniam 

autem ex natura curvae x > a; quo major x, eo minor - , & a fortiori eo 

x 

< . •' • 1 :i. ■ J ; . * - ; 

mmor {—J 

Proinde x poteft fieri adeo magna , ut exceflus , quo abfcifla diametri fub* 
tangentem fuperat, minor fiat quacunque quantitate propofita. 

m-1 


cot MTP 


a Sx™ - a™-\ - 

cofec. P — cot. P 


i(.-C) 1 

b ^ x m s 


m-i 

m 


cofec. P — cot, P* 


Hinc eft femper cot, MTP + cot. P > ^ cofec. P. 


R 


Sit 
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Sit P = 90°; cot MTP > 

.# *»' ^ ^ 

t* ng.MTP < — : fed -eft limes tangentis crefcends anguli MTP . 
0 a a 

Et in genere: bn.MTP + P>^bn.MTP 
Sed &n.PMT : fin .MPT — TP-.MP-, ergo eft femper TP>MP 


Sit x = tr, a—PT = a; PT — o; unde altero punfto T, quod duftum 
tangentis determinat, deficiente, ejus pofitio foret indeterminata, nili in promtu 
efiet angulus, fub quo tangens diametro ad verticem occurrit. Fit autem 
cot. MTP =e — cot. P ; cot. igo 0 — MTP = cot. P; 180° — MTP = P; & pro* 
inde tangens ad verticem eft parallela reftis diametro ordinatim applicatis. 


Exemplum 4. Sit y m = jc" 1 ), quae eft aequatio ellipfium. 


d* 

dx 

% 


6 m m , 

= — . w— x m ~i 

om 

b m fx \ m- r 

~ tfy Sjl-t ^ . . 

“ i^TVx*' 

qm «m a m -X m 

r PTc ** X — — ■ . 

Jm jfin-I jf®rl 


Signum — indicat fub* 


tangentem & abfeiflas litas effe ad partes diverfas lineae diametro ordinatim 
applicatae. 

m-X 

cot. i8o° — T = cot ,p + XS "0 m cofec,P 

m-I 

cot. 180 0 — Jlf = cot. P + m cofec - p - 


Sit x = 0 ; pr = o; unde duftus tangentis foret indeterminatus. Sed 
propter ^ — 1 = 0, fit cot. 180 0 — T= cot. P, feu T + P = 180 0 . Unde ad 
verticem diametri tangens eft reftis diametro ordinatim applicatis parallela. 


Quem* 
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Quemadmodum y m = — (a m — * m ) 

a m 

eft etiam x 1 " = ~ (b m — y m ). 

Unde facio x = a, feu y = b , pariter eft tangens priori diametro parallela. 


Ex praecedentibus facile folvuntur (fi fieri poflit) problemata fequentia. 

§. 43. Problema. Ducere lineam retiae pofitione datae parallelam, quae 
(fi fieri poflit) curvam datam contingat. 

Solutio. Ducatur refla quaevis, ad quam tanquam diametrum curva refe- 
ratur per reflas huic diametro ordinatim applicatas. Jam ex natura data cur- 
vae determinetur ejus aequatio refpeftu illius diametri, & inde determinetur ratio 
diflerentialis ^ vel Tum in aequatione cot. 1 So° — T = cot. P — ^ cofec. P 

datur angulus T, & eliminari poteft ; hinc determinatio quantitatum x & y 
femper reducitur ad folutionem aequationis alicujus datae; proinde problema 
tanquam folutum haberi poteft (quantum permittit imperfefla aequationum 
theoria). 

Exemplum 1. Sit parabola, cujus aequatio ym+a = a m x a t a( j axem relata 
reflis huic perpendiculariter ordinatim applicatis. Et ducenda fit refla, quae 
parabolam hanc tangat, & axi occurrat fub angulo dato T. 
dx 


Eft igitur cot. T = 




Sed ex aequatione parabolae eft ~ = gfg. jff 1 '*'" .!! _ m+n x 


Ay 


Hinc - = cot - T 
m-fn 


y 

feu x : y *= «cot. T : ro-fn 
x* : y a = n" cot. *T : (w+»)* 
ixnAe y m : a m = n n cot.” 7 ' : (m-fn)» 


n a m x n ~ l 


x m + n :y n ’+ n =B B, + n cot. n ’+ D J’: (»i-f-n) B >+» 
undex m :a™ =« m + n cot. m +° 7 ':(ra-f«) m +i> 

m-Pn m-pn 

x =a( -IS) » cot. m T. 


\m-\-ns 


K a 


Exeuh 
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unde 


Exemplum a. Curva propofita fit hyperbola , cujus aequatio 
Av a m i/ m ~ l 


A <J 


bm jcm-l 


Fit ideo cot. T = ^ 

b™ Jtro-I 

oni t^m 

i m yx™-l 
x m - a m . 


yx^-i 


y = 


jjm-l 


tang. T; 




acm-i — : (jftn— omj m tang. T 


( 


*>(jr">— ««jtang.™ - » T. 


x m : jcm 


m f b\JP_ 

— a m = tang. m ~T: ViV mI - 


Quoniam autem * m > * m — a*" 

— f b \ m 

debet efie tang.'”' 1 ?* > V a > m l 

& proinde tang. T > 1 , uti in Ex. 3. §. 42. ' 

§. 44. Problema. Ab punfto pofitione dato ducere reftam , quae (fi fieri 

pofiit) curvam pofitione datam contingat. 

Solutio. Per punftum datum T ducatur refta quaevis, ad quam tanquam 

diametrum curva data referatur per reftas huic ordinatim applicatas. Ex data 

curva: aequatione, quatenus ad hanc diametrum refertur, determinetur ratio 

difTerentialis ^ vel ~ , quae fubftituatur in aequatione fubtangentis PT=y—. 

ujc Ay Ay 

Quoniam diftantia punfti T ab origine abfciflhrum data fupponitur, aequatio inde 
nata afficietur tantum quantitatibus incognitis x & y, quae cum aequatione 
curvae combinata ducet ad folutionem problematis propofiti (quousque per 
theoriam aequationum licet). 

Exemplum 1. Curva data fit ellipfis, cujus aequatio y m = & 

punftum T fitum fit fuper diametro, ad quam curva refertur. 
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• i df/ # 

Eft ideo JL , quod indicat fubtangentem & abfciflam dia- 


dx o m y m ~ l 

metri fitas efTe ad diverfas partes ordinatae. 

d u __ a m «m jsi..v« /" a \ 

y Tx~ p r = Dlfhntia P unft i 7 - ab 

origine abfciflarum fit /: fit / — x=a^l'^m-i — x . .f. x^aV'-. 

Exemplum 2. Curva data fit liyperbola, cujus aequatio y m = — fx»»— a m )- 

^ / II 1 ** * 

& punftuin T fitum fit fuper diametro, ad quam curva refertur. 

Eft utfupra, £«.*=.. JC L. 
r dx a m xm-i 

r dx fttn um A-m . a m . „ » IB-I fl 

3 dy i“> x'"-l a>"-i \xJ K Jr — | 

Seholium. Quemadmodum folutio femper poilibilis eft pro ellipfi, fi fuerit 

/>a; ita etiam femper poflibilis eft pro liyperbola, fi fuerit / <a 

>0. 

§. 45. Cum expreffio fubtangentis t fit y~> fi fubtangens data fuerit per 
quantitatem conflantem, vel per functionem quantitatum x & y; ideo datus 
erit exponens differentialis per functiones earumdem variabilium, & pro- 
inde determinatio quantitatum x & y pertinebit ad calculum integralem. 


Exempla. Sit t = — y; hinc =. -y ^ ; x= C+ — , quae eft 

“ dy fl dy n n 


aequatio ad Irneam reftam. 


Sit t = 


j/m 

a m-i 


• u~ - JOL ■ dx - ..rx 1 V 

’ > 3 r. — ■**- *-t — -= 


'dy 


<x m ~i ' dy 
m « m 


n m-l 


m a® 1-1 


Sit x = o. 


I 1/** , 

quando y=o : tum C=o ; * = — Sit vero x = b , quando y = o : erit C= 


1 i/ ,t ' 

& X — 6 = — • 1 — 

m 


Sit * 


SC-; unde -£?£. - __ 

fl tn+n-i ^dv fl<n+n-l 


yfl-I 


I 


_L 

x m dy 3y ’ 


-y 0 l fl flm+n-i 

= C '“«Tl jrm+I ' x‘^T- 

K 3 


Ob 
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Ob calculi autem integralis imperfectionem plerumque huic problemati ( quod 
methodus tangentium inverfa vocatur) aequatione terminis finitis exprefla fatisfieri 
nequit. Imo funt cafus nonnulli etiam fimpliciflimi, qui methodis huc usque 
expofids tractari non pofTe videntur, & de quibus inferius dicemus. Exempli 
caufa fit t = J?! : erit de qua formula, & aliis ipfi analogis, 

a m-i a m-i dy 

infra agemus. 

§. 46. Qutecunque fit origo curvae alicujus algebraicae, ea femper potefl 
ad aequationem reduci inter reftas coordinatas refpeftu alicujus diametri. Ex. 
gr. conflantia fummae diflantiarum cujusvis punfti ellipfeos ab ejus focis pro 
fundamentali ipfius proprietate aflumta , ex illa deducitur relatio coordinatarum 
alterutrius axium imo & refpectu duarum quarumlibet diametrorum conju- 
gatarum : quod fcilicet quadrata reftarum diametro cuicunque ordinatim appli- 
catarum proportionalia fint reftangulis fub abfeifiis ejusdem diametri. Idem 
valet de hyperbola; pariterque de omnibus feftionibus conicis, proprietatis fun- 
damentalis loco fumta ratione data diflantiarum cujusvis punfti ab alterutro 
foco & a direftrice. Proinde, quae jam praecepta fuerunt de duftu tangen- 
tium, quatenus curvae ad aliquam diametrum referuntur per reftas huic ordi- 
natim applicatas, fufficere poffunt (pro curvis faltem algebraicis). Quoniam 
autem frequenter evenit, ut curvarum afleftiones, & nominatim proprietates 
earum ad contaftus pertinentes, modo lucidiori & fimpliciori ex alia quadam 
ipfarum origine aut proprietate deduci poflint, quam fi aequatio inter coordina- 
tas reftilineas inflituatur; e re effe cenfeo, praecipuas curvarum origines per- 
pendere, & methodos tangentes ducendi iis applicare, non adhibita aequatio- 
ne, qua curvae ad diametrum aliquam per reftas huic ordinatim applicatas re- 
feruntur. Sed ut hunc fcopum modo fufficiente adimplere valeam : nonnulla 
praemittenda funt lemmata , quae & in fequentibus capitibus fuas habebunt ap- 
plicationes. 

§. 47. Theorema. Ratio aequalitatis limes efl tam rationis decrefcentis ar- 
cus (qui totus verfus chordam concavus fupponitur) ad chordam ; quam rationis 
crefcentis arcus ad fummam tangentium per extrema ejus duftarum, & concurfu 
fuo mutuo terminatarum. 
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Sit AMZ arcus curvae (totus verfus chordam fuam concavus). Dico : ex Fig. 14. 
uno arcus illius extremo A duci pofie chordam AM talem, ut ratio arcus 
AlM ad chordam AM (qua» femper major e(l ratione aequalitatis) minor fit 
quacunque ratione propofita majoris ad minorem ; item , ut duftis ex A & M 
tangentibus, quae fibi mutuo occurrant in N, ratio arcus AM ad fummam 
AS + NM duarum tangentium ( quae femper minor efi ratione aequalitatis) 
major fit quacunque ratione propofita minoris ad majorem. 

Sit ratio propofita majoris ad minorem ea, quam fumma crurum alicujus 
trianguli aequicruri CE 4- ED habet ad bafim CD; feu ratio minoris ad majo- 
rem ea, quam habet CD ad CE+ ED. Ad punftum A ducatur tangens BA, & 
chorda AZ, quae faciat cum tangente BA angulum BAZ ipfo CED majorem. 

Tum (§. 43.) ducatur arcui AMZ tangens chordae AZ parallela, quae ipfi BA 
occurret. Sit ea A 1 N. Dico faftum. 

Etenim fuper CD, tanquam bafi, conftituatur triangulum CED ipfi AN M 
fimile. . 

In triangulo CE'D angulus CE'D(=N=BAZ) >CED ■ Ergo punftum E 1 
fitum eft intra fegmentum circuli, cujus bafis CD, & quod capax eft anguli 
CED. Proinde CE'+ E‘D< CE+ED (quod facile demonftratur). 

Eft ideo CE' + E D : CD < CE + ED : CD 

fed CE' + E'D : CD = AN + NM : AM 

ergo AN + NM : AM < CE + ED : CD. 

Atqui i°. arcus ALM minor eft fumma AN+SM; ergo (a fortiori) 

ALM : AM < CE+ED : CD 
3°. arcus ALM major eft chorda AM; ergo (a fortiori) 

AN+NM : ALM< CE+ED : CD. 

Proinde (l§. 1.) ratio aequalitatis limes eft rationis decrefcentis cujusvis 
arcus ad fuam chordam ; & limes rationis crefcentis ejusdem arcus ad fummam 
tangentium, quae ab extremis arcus ducuntur, & occurfu fuo mutuo termi- 
nantur. 

§. 48. Corollarium 1. Nominatim ratio aequalitatis limes eft rationis de- 

cre- 
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crelcentis arcus circuli ad fuam chordam; & proinde etiam dimidii arcus ad 
dimidam chordam , feu arcus ad linum reftuin. 

Corollarium 2. Rurfus ratio aequalitatis limes eft rationis crcfcentis arcus 
circuli ad tangentem ejus trigonometricam. 

Ceterum corollaria haec [de circulo potuifient ex propofitionibus Archi- 
medis de figuris ordinatis, quae circulo inferibuntur & circumfcribuntur, de- 
duci. 

Corollarium 3. Polito igitur finu alicujus arcus /, ipfe arcus functio eft 
fipus hujus formas (quae deinceps accuratius determinabitur) 

t + Ai a + Bi i +C,< + D,s+ ideoque ratio arcus circuli ad linum reftum eft 

1 +As -f Bi* + Ct 3 + Di*+...: 1 & ratio aequalitatis eft limes hujus rationis 
decrcfcentis (§. 18.) 

Item fit t tangens trigonometrica alicujus arcus circuli, erit arcus funftio 
tangentis hujus formae t — At* + Bt 3 +Ct* +Dt s + Atque ratio arcus cir- 
culi ad tangentem trigonometricam 1 — At + Bt 1 + O 3 + Dt* + 1. Hujus 

rationis crefcentis limes eft ratio aequalitatis (§. 18.) 

Vicillim, pofito arcu circuli z , erit t = »+y& l +* , +O l + ®‘+ 

t : z = i + Az +Bt> + Ct 3 + Dt* + . . . . ; 1. 

t m z-Az*+B» 3 +Cz*+Dz 3 + 

/ : z = 1 — A» -f Bz 2 +Cz 3 +Dz 4 -\-. . . , ; 1. 

Corollarium 4. Quoniam |fin. verf. z <= a//, erit fin. verf. z = 

A‘zz+B'z 3 +C'x 4 + D's 5 + . . . . Sed haec latius eft fequentimodo deducere. 

Ratio chordae ad finum verfum poteft fieri major quacunque ratione data. 

Etenim ratio radii dupli ad chordam aequalis eft rationi chordae ad finum 
verfum: fed prior ratio major reddi poteft quacunque ratione data; ergo & 
pofterior. 

Hinc etiam rationes arcus & finus refti ad finum verfum poliunt reddi 
majores quacunque ratione data. Et ratio aequalitatis limes eft rationum, quas 
finus reftus, chorda, arcus - - - habent ad fummam aut differentiam quanti- 
tatum harum Sc finus verfi (imo & quaqtitatum, quae ad linum verfum datas 
habent rationes §. r8.) 

§• 49. 
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§. 49 - Generotim per punftum quodlibet M curva? alicujus ducatur tan- Fig.u. 
gens MT, 8 c refta quaevis MP; per aliud quodcunque punftum m' ejusdem 
curvae ducatur reda alicui reftae politione datae parallela, quae ipfis MP, MT 
occurrat in punftis Q & 9'. Dico: rationem aequalitatis limitem efle arcus 
MNM' & fegmenti tangentis MQ\ 

Etenim per punftum quodcunque reftae MP ducatur refta ipfi m'Q pa- 
rallela, cui chorda MM‘ & tangens MQ' occurrant in 5 & r. 

lirn. MNM' : MM' = i : i (§.47.) 

fed lim. MM' : MQ'(=MS: TS) *= 1 : 1 (§.40.) 

ergo lim, MNM’ : MQ' =1:1 (§. 14.) 

item lim. 99' : QM'(=PT: PS ) =1:1 (§. 40.) 

Corollaria. Sit Q angulus reftus. 

i°. MQ' i MQ = x : coLTMP 
lim. MNM ' : MQ 1 -1:1 
ergo lim. MNM' : MQ = 1 : cof.TMP (§.14.) 

Scilicet: ratio differentialis arcus cujuslibet curvae & reftae axi fub angulo 
refto ordinatim applicatae, aequalis elt rationi radii ad cofinum anguli, fub quo 
tangens curvae ad reftam axi ordinatim applicatam inclinatur. 

2 0 . lim. MNM.' : MQ' = i : i 

MQ' : QQ' = 1 : fin .M 

lim. 99' : m'q * 1 : i 

ergo lim. MNM.' : M'Q = 1 : fin .M (§. 14.) 

Scilicet: ratio differentialis arcus cujuslibet curvae & abfeiffae axis aequalis eft 
rationi radii ad finum anguli, quem tangens facit cum refta axi ordinatim ap- 
plicata. 

3 0 . Curva referatur ad aliquod punftum Fper radios veftores MF, M'F. Fig.i^. 
Sit arcus MM ", & radio veftori FM perpendicularis M Q, quae tangenti in 9 'oc- 
currat. Centro F, radio FM' , deferibatur arcus circuli M'q. Item fit pp' 
arcus, cujus radius FA conflans. 

L lim. 
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I 

lim.AfNM 1 : MQ' = i 

' MQ' : QQ' = 2 : fin.M 

iim.99' : M'9 = i : i 

lim. M 9 : M? = * ! * ( 5 - 4 ®-) 

M q : PP' = FM : (§• 48 -) 

ergo lim- MA'M' : PP' = FM : FAdn.M. (§. 14O 

Hoc eft: ratio differentialis arcus curvas & arcus circuli, qui metitur angulum 
duobus radiis veftoribus comprehenfum, asqualis eft rationi radii veftoris ad 
radium praedifti circuli, multiplicatum per linum anguli, fub quo tangens cur- 
vae ad radium veftorem inclinatur. 

4 0 . lim. MNM : MQ' = 1 : 1 

MQ' : M9 = x : cof. M 

lim. MQ : M? = 1 : 1 (§• 4 S-) 

ergo lim.MA r M’ : Mq » x : cof. AT. 

Hoc eft : ratio differentialis arcus alicujus curvae & radii veftoris aequalis eft 
rationi radii ad coffnum anguli, quem tangens curvae cum radio veftore com- 
prehendit. 

5 0 . lim .Mq : MQ =1:1 ( 5 - 48 ) 

lim. Af9 : rfQ = 1 : tan E--^ 
lim. m ‘9 : M'q =1:1 ( 5 - 48 -) 

lim .M'q : PP' = FM : FA 
ergo lim. Mq : PP' = FM : FAtang.M (§.14-) 

Hoc eft: ratio differentialis radii veftoris & arcus circuli, qui metitur angu- 
ium duobus radiis veftoribus comprehenfum , aequalis eft rationi radu veftoris 
ad radium hujus circuli multiplicatum per tangentem anguli, quem tangens 
curvae cum radio veftore comprehendit. 

Tranfeo ad applicationes. 

§. 50. i°. Curva referatur ad plures reftas pofitione datas per aliquam 
relationem datam inter perpendiculares, in reftas politione datas ex quolibet 
curvae punfto demiilas. 

Reftae 
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Reft* perpendiculares in reftas politione 

datas demillae, dicantur MP, MP, MP, MP, MP .... 

feu y, y, y". y. . fl •••• 

Arcus curvas dicatur *. dy' dy* d£ dy" 

Ex relatione dat» dabitnr etiam re- r-t 3—* TT» ^5’ Jg 

Utio exponendam diflerentUIium 

proinde etiam dabitur rela- 

tio inter quantitates col.TMP, cof.TMP, col.TMP , col.TMP,cot.TMP... 
Atqui punftum M & perpendicula MP, MP, MP", MP , MP'".... 

dantur politione; ergo dabitur aliqua afleftio tangentis, per quam determi- 
nabitur. 

Exemplum 1. Summa reftangulorum praediftorum perpendiculorum per 
reftas magnitudine datas a, a\ a", a", a‘\ . . . datur magnitudine. 

Erit ideo 

«cof .TMP+ a‘cot.TMP‘ + acot.TMP’ + a‘co(.TMP" + a’coLTMP'"+ .... = o. 

Locus propolitus non eft curva aliqua, fed linea refta (uti videre eft ex 
opufculo meo, Polygonometrie , Geneve 1789-) 

Exemplum 2. Summa fpatiorum , quas ad quadrata perpendiculorum datas 
habent rationes, datur magnitudine. 

Erit ideo 

etycot.TMP-\-ay'coLTMP'-\-ay'co{.TMP'-{-ay m cof.TMP-\-o}i' cof .TMP '+.... = o. 
Quam proprietatem ad feftiones conicas pertinere demonftrare portum. 

Exemplum 3. Summa reftangulorum preediftis perpendiculis binis fumptis 
faftorum datur magnitudine. 

Fit ideo . y‘co £ .TMP + ycol.TMP + y’co(.TMP + y'"co{.TMP +. ... 
ycol.TMP' - + y'cof. TMP + y"cof. TMP' + y ' cof. TMP '+.... 

y cof. TMP + y 'cof. TMP" + - + y cof. TMP+ y' cof. TAfP +. . . . 

y cof. TMP" + y 'cof. TMP+ y cof. TMP' + - +'y"cot.TMP'+.... 

ycoLTMP'+ y'coi.TMP"+ y “ coLTmP"+ y'co[.TMP'"+ - +•»•• 

qa» proprietas ad feftiones conicas pertinet 

L 2 §• St. 
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§. si. 2°- Sit cum ad plura punfta relata, per datam relationem inter 
radios veftores ad haec punfta duftos. 


Punfta data fint 

F, 


F', 

'r. 

Radii veftores dicantur 

r, 

r\ 

r'. 

m 

r , 

Ex relatione data ducatur relatio 

dr 

dr' 

dr* 

dr’ 

inter exponentei differentiales 

ds’ 

ds ' 

ds ’ 

d I’ 


feu inter quantitates cof .FMT, caf.F'MT, coLFjUT, cof.FJUT, cof. F"MT..,. 

unde pofitio tangentis detenninatur. 

Exemplum i. Sint duo punfta data; & fumma radiorum reftorum detur 
magnitudine. 

Quoniam r + r' datur magnitudine; 


dr , dr 
da ds 


feu co(.FMT+co(JJUT= o 

hinc cof ,FMT = cof.iSo® — F MT, quae eft proprietas nota el« 

Iipfeos. 

Exemplum a. Differentia radiorum veftorum detur magnitudine. 

Quoniam r — r' datur magnitudine; 


dr dr 
da da 

cof. FMT — cof. F > MT = o 


FMT = FMT, quae eft proprietas nota hyperbolae. 

Exemplum 3. Ratio radiorum veftorum fit femper eadem. 

Quoniam ratio r : r' eft femper eadem, 

1 1 • 

eft etiam ratio - j- : — femper eadem ; 
da ds 

hinc ratio cof .FMT : cof. FMT femper eadem, quae eft proprietas circuli. 


Exemplum 4. Reftangulum ex radiis veftoribus detur magnitudine. 

dr dr* 

Quoniam rr' datur magnitudine ; r' — + r— = o 

da ds 

r' cof. FMT-\-r cof. FMT — o 


curvae Csdfinianae. 


r’cof.FMT= r cof. 1 go°— FTRTT, quae eft proprietas 

ExtUh 
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Exemplum 5. Summa fpatiorum, quae datas habent rationes ad quadrata 
ex quotlibet radiis veftoribus, detur magnitudine. 

Quoniam 


ar* 


a r 


a r 


a r 


da- 


Zn r 


«L*dr* 

dz 


+ »v*:‘ 

d* 


+ 2 a'V 


•d r" 
dF 


+... = o. 


tur magnitudine; fit 

dr . 1 idr . 

2ar~ + aa r 4. 
da az 

liinc 

arcof.i^T+o r cof. ?MT + a ”r'cof. f 'M r+ o'r cof. a‘ r’ coLTif F+. . . « o. 

quae efl proprietas circuli. (Vid. De relatione mutua capaeitatu et terminorum figura- 
ru«. Vars. 1782.) 

§• 5 2 - 3 °- Curva referatur ad aliquod punftum datum, & ad reftam, per 
angulum, quem radius veftor facit cum refta pofitione data. 

Angulus mutabilis dicatur x. 

Ex relatione data inter radium veftorem & angulum mutabilem dabitur 
exponens differentialis — , feu rcot.FMT. 

Exemplum 1. Sit radius veftor r datus magnitudine. 

Fit ideo -j_ =0; coLFMT=o, FMT—qo°, quae efl proprietas circuli. 
Exemplum a. Sit r — ax 

gj = °> rc ot FMT=a; tang ,FMT=~, quae eft pro- 
prietas fpiralis Archimedeae. 

Exemplum 3. Sit r cof. 2 i* = a . 

j^c°f . 2 jJf — rcof. Jjrfm.^x *= o 
r cot. FMT cof, Ix = rfin.lx 


Cot.FMT 
FMT 


Exemplum 4. Sit r = 


= tang.Ajf 

“ quae eft proprietas parabolae. 

bb 


■. dr 
erit -p- = 
dx 

rcot.FMT = 
cotFMT 


a+ e cof.or 
bbefin.x 


(n+e cof.x) 1 
bbe fin.Jt 



r f ^ n - y 
" a+e cof.x 
rfin.x 
a-Hcof.or’ 


quae eft proprietas 
" ?leos. 


ellipfi 


§• 53 - 


\. 

S 
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§. 53- 4°- Curva referatur ad aliquod punftum & ad aliquam reftam, aut 
etiam ad plura puncta fimul & ad plures reftas. 

Ex relatione data inter quantitates 


• 0 m * 

r, r , r , r , .... y. 

y'. 

• 

y » 

y’ .... 

dabitur relatio inter exponentes diflerentiales 




dr dr' d r" dS d y 

dz' di’ di’ dz’ Sz’ 

dy‘ 

dz ’ 

ds 

ds 


feu inter quantitates 

cof. FMT, cqLFMT, cof.F^MT, coLFMT... coi PMT, zolPMT, cot PMT, cof ,P"MT... 
unde pofitio tangentis determinabitur. 

x°. Sit unicum punftum & unica refta. 

Exemplum i. Sit r a — oy 


fit 2r d A r = „ d J 
dz d z 

2 r cof. FM T=a cof. PM T , quae proprietas pertinet ad circulum. 


Exemplum 3 . Sit r = — y 

n 


fit 


d r 


m dy 


33 n dz 

colFMT = —cof .PMT, quae proprietas pertinet ad fectiones 


comcas. 

a°. Sint plura punfta & plures redbe 
Exemplum. 

Sit 


erit 


tnr * 

+ 

• U 

wr* 

-f 

• ** 
f» r 2 

+ 

#71 r 2 

+ • • . 

= “y 

+ 

i i 

fl y 

+ 

u * 

°y 

+ 

°y" 

+ . . . 

dr 

2mr Si 

+ 

. .dr' 
2 «ir — 
dz 

+ 2« 

. .dr* 
T dz 

+ 

..dr* 
2 »»r __ 
dz 

+ . . . 

= 4* 


a ld i 

+ 


+ 

a^L 

■f" • • • 

ds 


dz 


dz 


dz 


feu amrcof. FMT -f zmrcoLF* MT tm'r‘col.F f MT + amPcoHfMT + . . . . 
«= acof.PJIfr+ acot.P'MT + a coi PMT + a coi PMT + . . . . 
quae proprietas pertinet ad circulum. 


Scholium. 


i 
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Scholium. Ex his exemplis patet, fepe potius efle, proprietates curvarum 
ex proprietate quapiam primaria deducere ; operationesque mere algebraicas 
polle fieri & longiores & minus lucidas, quam quae magis geometrice infti- 
tuuntur. 

Caput Sextum. 

De L o g a r i t b m i s. 

§• 54- 

Jn difiertatione jam nominata Expojition clementaire des principes des caltuls fupe - 
rietirs cap. VI. logarithmorum theoriam & calculum ex contemplatione curvas 
logarithmicae deduxi. Et quidem curva haec omnino mihi apta videtur ad di- 
lucidandum hoc caput, quod tanti eft per univerfam mathefin momenti. Cum 
vero idem fpeftari pofiit tanquam ad calculum proprie pertinens, methodus 
mere algebraica, & progrefiionura geometricarum natura immediatesnixa , po- 
tior videri poteft, quam methodus mixta (nempe partim geometrica & partim 
algebraica), qua in praedifta difiertatione ufus fum. 

Methodus autem, quam hic profecuturus fum, eft mere elementaris, ne- 
que ulla infiniti notione aflefta. Eandemque eo lubentius evolvam, cum (quod 
fciam) prorfus fit nova, principiis prius pofitis omnino confentanea, fecunditati 
eorum luculenter oftendencfe apta , & demonftrationi Pfleidererianae theorema- 
tis Tayloriani valde analoga. 

§. 55 . Sit a* quantitas exponentialis, quae proinde funftio eft exponentis 
mutabilis z. Et quoniam imminuta z ( polito a numero pofitivo unitate ma- 
jore) unitas eft limes quantitatis decrefcentis a* (§. 22.) 

Sit a* = l+As + Bz* + Cz 3 + Da 4 + Ez 5 + Fz 6 + Ga 7 +..., 
Erit ideo a» = 1 •\-zAz+2*Bz 7 -\-2 3 Cz 3 -\-i*Dz*-\-2 s Ez s -\-2 t Fz t +2 7 Gz 1 -\-..., 
a 3z — i + 3Az+3 7 Bz i +3*Cz 3 +$*Dz*+45Ez s +$ , ‘Fz t, +$ 7 Gz' ! +.... 
a« = i + 4^+4 3 £s 3 +4 3c * 3 +4^a 4 +4 3 £s 5 +4 6 / ; 2 6 +4 7 Ga 7 +.... 
a* = i + 5^a4-5 s J S2 3 + 5 3Cs34-5 4 ZJii 4 +5 5 £2 5 -|-5«/f25 6 +5 7 G3 7 +.... 

Hinc 
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Hinc fumtis differentiis primis erit (§. /. Tntrod.) 

(a* -i) a * = ^t+(2 5 -i)Bi 3 +(i3-i)C23 + (^. I )D 1 4 + ( 2 5.i)f: 1 5+( 3 6. I )F 2 6 + ... 
(o 2 -l)a 2 *=^ 1 +( 3 J.22)Bi3+(33. 2 3)Cz.3+(34. 3 4jDi4+( 3 5. 2 S^£ 1 54<3(l. 2 6)Fz6 4 .... 
(a z -l)a3*=A + ( 4 J. 3 ^B x3+ ( 4 3. 3 3)Gi3 + ( 4 4-34)D z 4 + ( 4 5.3S)£: x 5 + ( 4 6-36)Fi« + ... 
(a*-x)a4* i = i 4l+( 5 2^a)B23 + (53- 4 3^Cs3 + ( 5 4- 4 4)D l 4 + ( 5 5. 4 5)£ t 5 + ( s 6. 4 6)Fz6+. > . 


Quoniam autem o* = r + Az+Bz 3 + Cz* + Dz* +Ez*+ .... 
et a*-i = Az + Bz 3 + Cz' i +Dz*+Ez s + . . . . 

primus terminus fingulorum produftorum, (o*-i)a*, (n z -i)a«, (a*-i)a«, 

I ^ JZ ipf® -^ z • unde in aequationibus praecedentibus dividendo 

per z , & aequando terminos conflantes (juxta methodum reverfionis ferierum), 
fit A — A. Quare A manet quantitas indeterminata. 

Sumantur differentiae fecundae. Erit (§. t. Introd.) 

(a*-i) 3 a* =A'(3 a ...i»)Sa s +A'(3*...i*)Ca*+A'(34...i4)/j J; 4 + A ,, (3 5 ...i s )iEsS+... 
(a*.l) s fl»=A*(4-...2»)5a*+A'(43...23)Cs3 + A'(44... 2 4)£ te 4 +A ' (4 5. t . 2 S^ jEs 5 + <t> 

(a*-i) s oJ* = A'(s*...3 3 )5» a +A'(s 3 1 ..3 J )Cs*+A'(5'*...3«)a*HA'(55...3 5 )£s 5 +... 
(«t. ,)a fl4 x = A’(6 3 ...4’)B2*+a'(6 3 ...43)Ca3+A’(6 4 ...40D3«+A , (63... 4 5)£a5 + . . . 


Jam vero, quoniam a*, i = Az -{-Bz 2 -f- Cz’ 3 4 - Dz 4 -f £2 3 -(- .... 
primus terminus tam quadrati (a* - 1 )*, quam fingulorum produftorum hujus qua- 
drati per terminos o* f a JZ , a 3 «, a 4 x... . eft AAz 3 . Cotffficiens autem primi 
termini Bz 3 fecundi membri cujusvis aequationum praecedentium eft differentia 
fecunda quadratorum numerorum naturalium ; & proinde (§. q ■ Introd.) quantitas 
conflans 1 . 2 . Hinc dividendo utrinque per a*, & aequando invicem terminos 
conflantes (juxta methodum reverfionis ferierum), fit AA — 1 . 2 B; & proinde 

B = — AA. 

1. 2 

Suman- 
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Sumantur differentias tertiae; erit (§. s.lntrod.) 

=A"(4 3 ...i3)Ca3+A'( 4 <...i'')D5‘'+^'(4 5 ...i 5 )Ss*+A"(4‘...i«)Fs'>+... 

(fl*-i) 3 a» = A't53...2 3 )C2 3 +A’(5 4 ...2 4 )Zfe 4 +A"(5*...2 5 j£s5+4'(5«... a «)jfi 5 9 +>>> 
(ax.x)3 a j»=A"(6»„.3*)Cs 3 +A’(6 4 ...3 4 )D3 4 +A'(6 5 ...3S)£s 3 4.A'-(6‘...3«)/? 2 « + ..* 

(a». i) 3 «4x = A‘C7 3 ...4 3 )Ca 3 +A"(7 4 ... 4 ‘»)D3: 4 +A"(7S...45^ £3 s + ^ 7 *... 4 6^6 +>>> 


Quoniam a*— i = yfc+5z*4-C2 3 +Z?a 4 4-£s5 4. 

primus terminus tam cubi (a* — i) 3 , quam fingulorum productorum prsedifti 
cubi per tenninos a*, a« 0 3*, a**. . . . eft jPz*. 

Cotfficicns autem primi termini C3 3 fecundi membri cujusvis aequationum 
procedentium eft differentia tertia cuborum numerorum naturalium; & pro- 
inde (§. q.Introd. .) quantitas conflans =1.2.3: hinc eadem methodo, qua con- 
ficiens B fuit determinatus , fit A 1 = 1. 2. 3 C; & C = 1 ^3 

1.2.3 

Sumantur differentiae quartae; erit (§. t.Introd.) 

(a* - i) 4 a» =A , X5 4 ..a 4 )03 4 +A ''(5 5 ...i 5 )^ s +A '(S 6 .«t # )/ff* 4 +4"( 5 r -t ? )0* 7 +..' 

(a z - i) 4 a sz =A ’(6 4 ...2 4 )02 4 +A , ’(6 5 ...2 5 )/'-2 5 +A' , (6 6 ...2 6 )F2 ,s 4-A , ’(6 ? „.2 r )f72 7 4-„ 
(a*-i) 4 a3x=A'’(7 4 ...3 4 )02 4 +A“(7 ! ...3 s (A'* s +A , '(76...3«)/i«4.A"( 7 7,..37)Gs 7 +.. 
(a*-i) 4 a 4 x=A‘'(8 4 ...4 4 )D3 4 +A''(8 5 ...4 5 )£2 5 +A"(8 6 ...4 6 )Aa«-|-A"(8 7 ..-4 7 )G* 7 +.. 

Quoniam a*— 1 = Az+Bz* + (?2 3 -f Dz*+Ez* + 

primus terminus tam quartae poteftatis (a*-i) 4 , quam fingulorum produfto- 
rum hujus poteftatis per terminos a*, a 3 *, a3x, a* z , e ft A*z A . 

Cofcfficiens autem primi termini Dz A fecundi membri cujusvis aequationum 
praecedentium eft differentia quarta quartarum poteftatum numerorum natura- 
lium; & proinde (§. q.Introd .) quantitas conflans «= 1. 2.3,4. Hinc priore me- 
thodo fit A A = 1.2. 3. 4O; & O = 1 /t* ' 

I.2.3-4 

Eodem prorfus modo , fumtis differentiis quintis , primus terminus omnium 
produftorum ( a * — i)5 a n* eft A s z s ; & conficiens primi termini Ez s pofterio- 
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ris membri fingularum expreffionum horum produftorum eft differentia quinta 
quintarum poteftatum numerorum naturalium, nempe 1,2.3.4.15. Hinc 
A s = 1.2.3. 4. 5EJ & E = — 1 A** 

Tum fumtis differentiis fextis, primus terminus omnium produftorum 

(a* — i) 6 a n2 , e(l AH\ Cofefficiens autem termini Ea 6 cft differentia fexta fex- 

tarum poteftatum numerorum naturalium ; & proinde (§. q. Introd.) quantitas 

conftans 1. 2. ..6. Hinc A 6 — 1. a. .. 5. 6F; & F — —1 A*. 

1.2...5.6 

Eadem methodo determinantur co£fficientes potentiarum fucceffivarum 
ipfius z; unde confequitur formula generalis. 
o 2 ( = 1 + Az + Bz 1 + Cz i + Dz 4 + Ez 5 + Fa» + ) 

<=1 +Az + ±-A>z* + -!—A*z* + -L-A 4 z* + -±-A>z s + .... 

1. 2 1.2.3 1.2..4 1.2..5 

§• 56. Quantitas ideo exponentialis exprimi poteft juxta legem admo- 
dum regularem per exponentem z, & aliam quamdam quantitatem A, quam 
ab ipfa « pendere deinceps videbimus. 

Si vero - s fit numerus negativus, erit eodem omnino modo = 

a 1 

X= I— Az + J-A'z* L.A** 1 + - 1 —A*z* 1 —A s z*+. . . . 

1.2 1.2.3 1.2...4 1.2...5 

Obfervatio. Si Az unitate major non eft: feries haec non modo convergit; 

fed etiam termini ipfius, inde a termino quocunque propofito fumti, celerius 

decrefcunt, quam termini progreffionis alicujus geometricae decrefcentis. 

Etenim fit Az-i; fintque tres cofefficientes fucceflivi —i—, — , 

1.2.../J’ 1.2...P+1 

1 — : termini hi funt inter fe, uti 1, — , ~ . — . Jam vero 

J.2 ...p+z P+i P+i P+ 2 

- 1 — . -L- < — L_; ergo termini hi velocius decrefcunt quam in progreflione 

p+l p+2^(p+l) S ' 

geometrica, cujus exponens -i—. Idemque tanto magis obtinet, fi Az<i. 

P+i 

Quodfi autem Az > 1. Sit p numerus integer non major ipfo Az, fed illi 

hroximus. Termini Az, —A^z 2 , -J—A^z*, — - — A*z *... — — A v z ? con- 
* 1.3 I . 3 '3 1.3...4 1 . 2 ..-P 

tlnue 


Digitized by Google 


91 


tinue crcrcunt: qui vero hos fequuntur termini, continue decrefcunt, & rapi- 
dius quidem quam in progreflione geometrica. Etenim tres termini fucceflivi , 


^p+m A p+m > 


/ fP+™+IZt>+ m + l , 


_ / ^p+">+- i P+ 0, +* 


1.2 ...p+m 1.2... p+m+i I.2.../'+m+2 

J*, Ai <y 2 ( Z 

funtbtKftuUqumtittt»,.^. ^ Quomam — < . . 

Az - .. A>z‘ A'z ■ 


tanto magis eft 


-<; i ; pariterque 


Proinde 


p+m+i 1 ' p+m+i.p+fw+a^Cp+w+i) 3 

termini fucceflivi rapidius decrefcunt quam in progreflione geometrica, cujus 


exponens efl numerus fraftus 


Az 

P+m+i 


Nominatim praedifta feries inde a ter- 


mino — — rapidius decrefcit quam in progreflione geometrica , cujus exponens 
1.2 —p 

; itaque furnma terminorum ab hoc termino decrefcentium minor eft quam 


f — 3Er"j , feu ~^ PaP . — P+I —. Proinde utut magnus fit numerus 
1.2...P L 1 — £FiJ 1-3 -P P+I-^ 5 

yfe f feries haec ultra certum limitem non excurrit. 

Ceterum quod ad applicationes feriei hujus attinet; fatendum, eam ufus 
facilis efle iis tantum cafibus, quibus Az ^ r. 


§. 57. Applicationum quarundam hujus feriei gratia , quae deinceps ex- 
ponentur, e re erit in ejus naturam penitius inquirere. 

A*» \ B 

Sit binomium (H ) i erit fcmper 

fi * 


0 + T y 


^sy =I+ » . - 


1 » 


n-1 n-2 A i z i » «-3 A*z* 

— q — ... — + . . 

I 4 n 1 


1 .. 1 ,.A j.i. j.I 

: 1 + Az + + 1 + .... 

X.2 1.2 3 1.2 4 


Sit autem » numerus pofitivus, qui major fieri poflit quocunque numero 
propofito. 

i°. Sit Az = 1. Unitas eft limes |faftorum 1 — 1 — -, 1 — - 

• fi fi fi 

» i, 

1— E, quorum numerus p; & proinde etiam unitas eft lipies produfti 

M 2 1 — 
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I-I.I-i. 

n n 

i-i 

n 

• i-i.... 

n 

s “5 ( 5 - 2 

1.); unde feries 

1 + 1 + 1 + 

i 


+ I 

eft limes feriei 

1.2 

1.2.3 

x- 2-4 1 

i.2...p +1 

I-~ 1 

1 + 1 + i + * 

-i t 

n 

-1 I-i 

n , n 

1-1 
11 *f . . 

i-i i-Z 

n n 

1. 2 

1.2 

3 1-2 

4 

i- 2 p+i 


Atqui, quo major p, eo minores funt faftores fequentes i — • & e o 

. n * 

majores funt denominatores i.2...p + w-fi terminorum fucceffivorum; pro- 
inde, a fortiori, feries i + 1 + -L + -L- + _L_ + . c f t jj mes feriei 

1.2 I.2.3 X-2..4 I. 2..5 


I-— I-— I-— I-i. I - — I-i 

1 + 1 + — 1 q 1. J j 2, 

1.2 i.a 3 X . 2 


1 . * 


4 + 1.2 


— + ; feu quantitatis 


ci+iy. 

« J 


2 0 . Haec valent a fortiori, fi Az< t. 

3 0 . Sit Az > 1 ; & fit p numerus integer non major quam z, fed ei 
proximus. 


Sumto termino 


1 -i 


1. 2 


.Er! 


_JL A*z p ; termini, qui illum fequuntur, rapi- 


dius decrefcunt quam in progreffione geometrica , cujus exponens : tum 

p+ 1 

quia faftores fucceflivi denominatoris p+ 2, p + 3, p+4 p+w majores 

funt faftore p+ 1 ; tum etiam quia faftores numeratoris 1 — £ , 1. — 1 

n ti 

1 — fiunt continue minores: & proinde, a fortiori, fumma omnium ter- 
n 

I i-l 

minorum, inde a termino 5 . 2. . 

1.2 3 


i-t? 


—2 A p z p , minor e it quantitate 


j _ I j.a £2 f 

— — ° .... — JL^ p s p ( 1—— J, cujus limes eft 
1.2 3 p ' p + i ' 

y 

7 —— • 1 -~z -J tantoque magis fumma omnium terminorum inde a ter- 

i.2.../> P+I 7 


mino 
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mino 


i-2 i P+ m ~ 1 

— i " — minor eft quantitate 

1.2 p+m 


i-I , P+ m ~» , . / , . 1 . p+^-i 

... ! “_^ P+m 3 P+m ( i .-- Z ), feu i_!l ... « w P+n-sP+m 

1.3 P+"‘ X p+”‘ y i.2 p+m-i 


'p+m-Az' 


^ Cl1 r . *’*'**"■ quascammmorntqua». 


titate 


^P S P 


As y?"i-i 3 (n_i 


> poteft reddi minor quacunque quantitate 


1.2. ..p p + m - Az ' 
propofita. 

Proinde tandem in omni cafu feries 

+ Jimes e fi feriei, qua? ori- 
tur ex quantitate (i + ~y evoluta, feu e fi Hmes hujus quantitatis. 

§. 53 . Quoniam a exponens eft rationis a : i ; a * exponens eft rationis 
(a: i) z . Scilicet ratio (a : i)* componitur ex z rationibus Jpfi rationi a ; i 
aequalibus; feu s metitur rationem (a : i)*. Hinc 3 dicitur Idgarithmus ratio- 
nis (a: i) x ; feu omiiTo confequente 1, communi & coniianti, z dicitur Joga- 
ritlimus ipfius n z , quatenus logaritlimus ipfius a eft unitas. Quantitas a dici- 
tur baji, logarithmica; quantitas A autem dicitur modultu. Diverfitas fyftema- 
tum logarithmicorum pendet a bafi a; proindeque etiam a modulo A. 

Bafis itaque a modulo .ita pendet, ut fit 


1 + A + — — A 1 + * -y/3 4. — ; — ^4 _j. 


1.2 


1 

1.2.3 


1 

1.2...4 


—1—AS + + 

I.2...5 T 1.2...6 


Ex. gr. Sit A= 1 ; erit a=i + i+ — — | 


1-2 1.2.3 1.2...4 1.2...5 1.3...6 


= 2, 718 281 828 4^!+. 

Syftema logarithmicum huic fuppofitioni refpondens dicitur fyftema natu, 
fale , feu etiam hyperbolicum ; atque inter mathematicos convenit, bafun a 
hujus fyftematis per litteram e defignare. 

M 3 §• 59 - 

'U\\ ' • 
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§. 59> Quoniam 

_ . - . A 1 , . /f* , . A 4 

«* = i +Az 4 a J + 2 3 + i 

1.2 1.2.3 1.2...4 

_ m , A^ . A^ 1 . A* 4 

et <r-* = 1 — At + — .a*— 3* + 2 4 — 


erit 


o*+ar* 

2 

flt — 4T-* 


, A 1 , A* A" 

= 1 + — 2 3 + 3 + 


2 6 + 


1.2 


= Az + 


** 3 


2 J + 


wf* 


2 S + 




2 ? + 


2’ + 

—— + . 

I.2..5 

1.2.. .6 

^ 2* + 


1.2... 5 

I.2...6 

*_ .« + 

JI 0 

»«+ 

I. 2...8 

1.2. .10 

^ r « + 

*n + 

1-2... 9 

1.2. .11 


SB J - 1 - 1 * t 

-i . * .4 4. 3 «6 4. 

1 t 8 + 1 *“+ 

3 1 T —J 
1.2 

+ nr 4 + x 33 + 

I.2...8' ‘ 1*2. .IO 

.S ji JL _*3 

J. * «5 1 . *_ »?X 

1 t’ + 1 Z w + 

T *• 

1.2.3 

I. 2..5 X. 2...7 

1.2... 9 I. 2 ..II 


Nomnatim 

( z + e~ x 
2 

** — r* 

2 

§. 60. Quoniam 

•* - x+A + —AH 3 + -±-A}»} + — ? — AH 4 + AH 3 + . . . . 

1.2 1.2.3 1.2... 4 J. 2...5 

Exponentibus differentialibus fumendis erit 

da* A , 

a — *“ -^+- 


J-^2* + 
1.2 

1 A* 2 3 x 

J yfS z * 4. 

r 

1.2.3 

I.2...4 

1.2...5 

— — A 7 z 7 + 
1 . 2 

* ># 3 ,J X 

l~A 4 z 4 + 

1 

Jiz "V 

1.2.3 

1.2...4 

1.3...S 


Ax&. Hinc 




d *°l 

di 3 

d 4 a z 

di 4 

d s o* 

di 5 


r j . 


= A*Xa* 
— v# 4 xa z 
= ^X«‘ 




t ‘ • 


Pro* 
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Proinde exponentes diflerentiales omnium ordinum quantitatis exponcntialis 
a z exponentisque ejus z fequuntur progreltionem geometricam , cujus expone» 
eft ipfi A aequalis. 

- A 1 A* A* A s A& 

61. Quoniam o = i +A-\ 4 • + — — + - -4.- + . . . 

s 1.3 1.2.3 1.2...4 i. 3...5 ^i. 3...6 


r , , A' , A* , A * . A s 

feu fl—i= A+— 4.~_+_ — .4. 


A 6 




1.2 1.2.3 1.2— 4^ 1.2—5 I.2...6 
Adhibita methodo reverfionis ferierum invenitur modulus A per bafim a ex- 
pretius. Potior autem mihi videtur ufus fequentis methodi, qua ftmul loga« 
rithmorum ipforum exprefliones confequimur. 

Qnoniam o* = i+Az+~ z 1 + -^~ a 3 + z* + ~ — s 5 .... 


fiat z = «ha. 


1.2 1.2.3 x-2-4 1.2...5 


Eritetiam o Al = *+^ha4-^Aa*4-£“hs 3 + ~^ha^4-~^tts 5 4-. 


Sit autem 
erit 
et 


1.2 

A 

1.2 
y4 = . 


4 - 

1.2.3 

l 

Ai 

“+• 

1.2.3' 

L 

Ai 

-r 

1-2.3' 

+ 

Ab 

I i 


_Ai 
I.2.4 
A ■* 

1.2.4 

-A 4 

1.2.4 

Ai 


' I.2..J 
Ai 

^I.3..f 

Ai 


An&z(t + ~ 2 AZ + 7 X 3 ^ + 7 T^* J + T^~ 5 AZ4+ "’^ 

~z v— .Ilie 3 — * " , 2 ' 0 " 1 , 44 , 1 ~li 2 * IT 3*7 ^'"„ 5 _ ' ' 

1 . 2 . 1.2 3 1-3 3 4 1.3 3 4 5 

Sed «Aa = z = log. 1 + v (hyp.) 

Ergo ^log. i 4 -t>(i + ^*+ + • • •) 
r .S* J.^. 2-— I-— 2-— 2-^i j.** 4 - ~ 

_ 2 . 0 * 4 -— - v * 5 

1.3 1.3 3 1.3 3 4 1.3 5 


Cum 
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Cum haec aequatio femper locum habeat, limites etiam membrorum ejus 
funt inter fe squales (§. 4.) Sed hi limites funt A log. 1 + e, & 

v — \v* + \v 3 — Jv 4 4- |e 5 — .... 

Ergo A\og. i + v =z v — *t/ 5 4-\i’ 3 — Je 4 4-|e 5 — 

Hinc yflog. 1 — v — — (t/+ \v 2 + Ji> 3 4- £i/ 4 + Jt/ 5 + ) 

Unde /f log.^i-ri/ = — . (r 3 + Jt> 4 4- Je 6 4- ’e*+ ) 

et ^log.rit" = (v + jv 3 + \v s + $t>? + ) 


Non pertinet ad fcopuni prsfentem, varias evolvere formulas variaque 
artificia, quibus (quamvis diu poit inventos & computatos logarithmos) cal- 
culi logarithmorum compendia fuere fubminiftrata. Confutantur hac de re 
fcriptores , qui artificia illa exponere fategcrunt , quos inter fagacifTimus Ber- 
trand in opere fuo infcripto: Devclopement nouveau de Ia partie elementairt dei Ala- 
themaliques. 


§. 62. Formulam Alog. = - jv 3 4- — -Jt> 4 + |i/ 5 — . . 

confequi potuiffemus per prima calculi diflerentialis principia, ut fequitur. 


Quoniam log. a**=a; 


az 


d-a 1 

d.log.s 


= 4 . 0 *; & 


d.log.3 _ i t 
d.a* A * ' 


Sit itaque y = log. 1 4- v. 

Erit 4^ = — . _L_; & quoniam v=o; quando ve=o, fit (§. 27.) 
dv A 14-c 

y = *i/*4-Jt; 3 — ’e 4 4-4t> 5 — . . . .); quod etiam potefl obtineri 


co* vertendo - l — in feriem, & integrando. 
i+v 

Nempe: — — (1 — v 4- a* — v 3 + v 4 — t> 5 4- . . . ■) 

r de A v 

y = — (v — Jo* 4- Jv 3 — Jo 4 4- jV 5 — " \v b 4- . . . .) 
feu ^k>g. 14-«' = (y — $e 3 4- |v 3 — Jv 4 4- |e s — £e 4 4- . . . •)• 

Corollariam. Quantitate v manente eadem, produftum ^log. 1 4 C ejus- 
•dem etiam magnitudinis manet. Proinde in diverfis fyftematibus , logarithmi 

unius 
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unius ejusdemque numeri funt in ratione inverfa modulorum horum fy (le- 
ma tum. ' • • . 


Efl etiam A log. Y' 


i+w 

I — V 


t, + J uJ +i‘' S + T‘' r + 


Sit 


\±v 

i—v 


ai*: unde v = 


Erit Alog.a* — 


«**- 


. ^=L; &Alog.jrl±f. 

a **+i i — v 

,/««- 1 ' 


= A log. a* . 




Sit »- ti erit -Oog.— ^ + <S+D'+- 

Sit fr bafis fyftematis logarithmici; unde log. a = log. b — i ; 
bb — i 


A = 


Afr-+- 




Obfervatio. Modulus cujusvis fyftematis eft logaritlimus naturalis bafeos 
hujus fyftematis. Etenim quoniam modulus logarithmorum naturalium feu 
hyperbolicorum eft unitaa, erit A\og. b = log.hyp. b. Sed log. b = i; ergo 
A — log.hyp.fr. 

^ i • . , 

Ex. gr. Bafis logarithmorum vulgarium feu Briggianorum eft io. Loga- 
rithmus hyperbolicus ipfius 10 eft 2, 302 585° Hinc modulus logarithmo- 
rum vulgarium eft 2, 302 585°^. Proinde fi logarithmi hyperbdici per hunc 
numerum dividantur, oriuntur logarithmi vulgares; & viciflim, fi logarithmi 
vulgares per eundem numerum multiplicentur, oriuntur logarithmi hyperbo- 
lici. Cum autem logarithmorum hyperbolicorum ufus fit quam frequenti (fimus; 
optandum fane foret, ut tabulae horum logarithmorum in promtu eflent non 
minus extenfaf quam tabulae vulgares. 


§, 63. Poftquam logarithmorum tlieoriam ex contemplatione progreffio- 
num geometricarum primariisque earundem proprietatibus deduxi, atque ita 
ad calculum elementarem revocavi : non inutile cenfeo in gratiam tironum 
idem fubjeftum paulo aliter traftare; ftriftim ea exponendo, quae in opufculo 
Expojition ehmentairt &c. de curva logarithmica fufius tradidi. 

N ' De fi- 
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§1 


Definitio. Curva logarithm ita Ceu logiftica ea eft, in qua, abfciflis in pro* 
greflione arithmetica fumptis , re£be axi ordinatim applicat* geometricam fe- 
quuntur progrefiionem.. 

Corollarium. Ex definitione immediate fequitur : partem axis abfcifTarum, inter 
duas reftas axi ordinatim applicatas comprchenfem, menfuram efle rationis harunq 
ordinatarum; ita ut, diflerentia abfciflarum manente eadem, ratio ordinatarum pa- 
riter eadem fit; & viciflim, ratione ordinatarum manente eadem , differentia ab- 
fciffanim pariter eadem maneat. Si vero pars axis inter duas ordinatas fit dupla, 
tripla, quadrupla , w quintupla , - - - edam ratio duarum ordinatarum eft 

duplicata, triplicata, quadruplicata, quintuplicata, - - - nri ia '*. 

Quibus pofitis, fint du* ordinat*, quarum ratio datur; & per punfta ex- 
trema harum ordinatarum ducatur refta, qu* axi occurrat, feu linea fecans. 


Dico: fubfecantem elfe etiam dat* magnitudinis. 

Sint nimirum MP, M'P' du* reft* axi ordinatim applicat*. Ducatur 
Mu\ qu * axi occurrat in 5 . Sit ratio MP : U'P' squalis alicui rationi dat*; 

dico, lineam PS etiam efle magnitudine datam. 

Ducatur Mm «xi parallela, qu* ordinat* MP in m occurrat. 

Quoniam ratio MP: M'P' datur; ratio MP: MP-M'P' feu MP : Mm pa- 
riter datur. Sed MP: Mm = PS : Mm; ergo & ratio PS : Mm datur. Sed 
propter rationem datam MP:M'P\ PP' feu Mm datur magnitudine; ergo 

etiam PS datur magnitudine. 

Atqui (§. 40.) fubtangens cujusvis curv* eft limes fubfecantis; ergo 
etiam fi a quocunque punfto logarithmic* ducatur tangens, qu* ax. occur- 
rat, fubtangens eft dat* magnitudinis. Qu* propofitio (fi opus foret) imme- 
diate etiam poffet demonftrari, evincendo (per abfurdum) impoflibilitatem in- 
aequalitatis fubtangentium diverfis logarithmic* punftis refpondentium. ^ 
Sit ideo MP=y, JP=*i & fit t fubtangens conflans: erit < = 

= L. Unde fi y 


dy 

dx 

dy ‘ 


1 fi- v, fit 

t 1 - = r(i v — t/ s + f 4 — +!»* — .•••) 

1 + 17 a /(0— + + — i^ + T *' 7 — • • • •> 
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Proinde in diverfis curvis logarithmicis logarithmi ejusdem rationis funt 
in ratione fubtangentium harum curvarum; & fubtangentes inverfe funt ut 
moduli fyflematum Iogarithmicorum hisce curvis refpondentium. 

§, 64. Ex aequatione dilFerentiali curvae logarithmicae t *» y^ ; fe» 


= s £ fequitur 
dx t ^ 



S-£- 


y 

“?r 


d^y _ & 

«4 dx 

d* 4 73 


t 4 


44 _ % _ 4. 

dx* = ‘ S 


Fiat x = jc + A* 

& proinde y = y + Ay. 

„ . . . , Ax dy . Ax* ddy . Ax* d 3 y Ax 4 d 4 y ^ ^ 

Ent ,+4i,-,+ T ^+ — ;^+— + +•••• (S-5>J 

1 t + i.a <* + 1.2.3^ + 1.2...4 * 4 
Atqui quoniam y = **J & y+dy = ** if " A *— * , '" Ax 


= yxe 

Ax 4 


. A* , Ax I Ax* 1 Ax s 1 Ax 4 1 Ax 5 t 

ent * “ I+ T-7 + iTT* + iTr 3 ^ + ixr4? + 7x:5T5 

Univeriim igitur 


• • • • 


. 1 » I -x 2* I , 

a» 


1.2.3 

1 a 3 


, a 4 « . * 5 . 

< 3 i.a...*’* 4 1.2...5 t 5 


1.2...4 
3 z 


0=1 "** * ' < + 1.2 t* t.a. 3 ‘ 7 3 + i.2...4 t 4 
1 prius §. 5 S-) 

N 2 


- . 1 a* 


. (ut 

§. 65. 
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§. 65. Quemadmodum curva logarithmica apta fuit ad theoriam logarith- 
morum illuftrandam ; ita & aliae fingi poliunt curvae , quae eidem fcopo refpon- 
derent. Celebris ob infigues fuas proprietates apud Geometras ell curva /pira, 
lis logariihmica difta. In hac curva angulus inter duos radios veriores compre- 
henfus eft menfura rationis horum radiorum; unde fequitur, data duorum ra- 
diorum ratione, fpecie etiam dari triangulum his radiis verioribus & chorda 
ipforum extrema jungente comprehenfum. Proinde data ratione duorum ra- 
diorum ; fecans fpiralis logarithmicae , per punfta extrema horum radiorum duria, 
inclinatur fub angulo dato alterutri horum radiorum; unde concluditur (per 
§. 4.) angulum , quem tangens fpiralis logarithmicae facit cum radio ad pun- 
ftum contaftus durio, conflantem efle in eadem fpirali logarithmica. Etdiver- 
fitas hujus anguli determinat fyflema logarithmicum fpirali huic refpondens. 
In hyperbola conica ad afymptotos relata , fpatia hyperbolica inter duas ordi- 
natas comprehenfa crefcunt etiam ut logaritlimi rationum abfcifTarum. (Vide 
Caput X) 


§. 66. Ex praecedentibus determinantur rationes differentiales quarum- 
libet quantitatum exponentialium, quod nonnullis exemplis ollendam. 
i°. Sit P -- x m e*; erit 


ddP 

dx» 

A*P 

d^p 

d sp 

dx 6 


c x (ni.m- lx ">-2 4- 2«w m -l +■ x a ) 

e* (m.m-i.m- 2 x n >-S+ yx.m- 1 x 0 ^* 4 - 3«-x m_ i 4 - x m ) 
r* (m...w-3*m-4 4. 4m...«-2x»-3 + km.m-ix™-* + 4 «x"»-i 4 - x m ) 

e* (m...m-4x m -S + 5m.„m-3x m -4+iom...tH-2x< r ^3+iom.m-ix m -2+5Mx m -i+x m y 


~ = r*(»»..w-(«-i)x^^.w..»^»».2)x , M-i+-.^w«m-(ii-3)x»-a-a-K.." wx»-i4-x“) 

a°. Sit 
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3°. Sit P= XV. Log. P = ylog.x 

■df - p Z'°*’+ p ’\ 

3°. Sit P— Iog.™x; 

= m Iog. m -i* . — 
cU x 

• i 

= m-m-i log. ">-*x . - m log.«-i* . -L 

d 3 P 
d*« 

&c. 


* y ~l°g.*+yjt> wI . 


/ 


. t 


d = w.wi.w-alog.m-S*. — — anuw-ilog.^-ix . -Ij + 2»-log. , »*ix.-I. 

' * { • * 1 'ii' 


X 3 

&c. 


•I .III 

I 


&C. 


§. 67. Suppofita formula differentiali = JL : ex illa deduci pof- 

1 dx x 1 

fent ^iae formulae differentiales quantitatum non exponentillium. 

Exempla. 


Sit P = *y 
log .P = log.* ■+■ log.y 

dP i_ i_ d jf 1 

dx P~ x dx y 

dP 

dx 

Sit P 
log .P 


1 Z “ f 

= *y*» 
log.* 


+ 4 


dp 1 _ _I_ . dy r 

d* P x dx y 


+ log.y + log.* + 

+ 


d P 

— ss 

dx 

y*» -f- ^ , 

? ' dx 

Sit P = 

x 

•i 

log.P - 

y 

log.* — 1 ( 

d P 1 

1 < 

d x'P “ 

* < 

df* 


d* * 

1 x < 

T *( 


d* 

d* 


log.» 

dv 1 
dxv' 
* do 
*?"+ ^*y*. 


d* 1 , 

ar* + 


1 

d* y 


-A 

dx 


dx yy yy 

N 3 


4 °. Sit 


* 
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Sit P » 

(«+*)<■ 

log.P = 

wilog.(n+x) ‘ 

d P 1 

1 

arp “ 

fW- — j 

o+x 

d P 
dx 

m.' S— = mfa+xyn-t. 
o+x v , 


X- o». Ad lormuias ainerenuaies, capue hia- u«uu<u, miuiumur piu- 

rimae aliae formulae iifferantiales ; quae proinde integrabiles cenfentur, tabulis 

logarithfnkis in promtu habitis : quod paucis exemplis oltendam. 

di/ , „ , . zz+aa zz-aa 

Sit (xx-aa) ; fiat xx-aa*=(z- x) 3 ; hinc x = ; z-x , 

unde y = jaz- Jaalog.s-J - — \-C •• . : 


j (x+ V'(xx-aa)') 3 - |aa log.(jr+ V' xxwia) - { ■ 


r.+ c 


'Xx+y'(.x*-« a )y 

— --jMlog.(x + > /r ‘ xx - aa) - \ (x -^xx • aa ) 3 C 

cs ^xV{xx-aa) -laa\og.(x+Y'(xx-ao))+ Q 

Si exponens integratis evanefcat fafto x=a, erit C=+i**log.« 

„ . . x+y^Cxx-aa) 

& y ® |*^( (**-*))— fwlog - 

•• = i^c .*»-*) — 

Sit ^ = r(xx + «w); 

cU ^ 

fit eodem modo; y ■= — faalog.^^^^ • 

Ad has formulas reducuntur aliae plutimae , quales funt 
dy = x im y'{xx±aa), quibus m eft numerus integer. 

Formulae autem ^ = xi*+iV'(xx±<*) integratio obtineri ppteft imme- 


diate; neque pendet a logarithmis. 


§. 69. 
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§. 6q. Formulae diflerentiales logarithmicm poliunt etiam, quantitatum in 
feries converfionem reddere faciliorem. 

Exemf /a. Ponamus legem, quam coiifficientes potefiatum binomii fequun* 
tur, nobis efle adhuc ignotam; & fit 

( 1+J 0"> =» i + 4*+Bx 1 +Cx3 + Dx< + ExS+Fx* + Gxr+ 

Sumendis logaritlunis erit 

«tlog. i +•* **» lag.(i+-dx+Bx a + Cx 3 +Dx 4 + Ex s +Fx 6 +Gx 7 + . . . ; ' 
Sumendis exponentibus diflerentialibus erit 

i _ .4 4 - aBx+3Caa 4- 4Px34j^Ea;« 4 - 6 r.ar 4 - 7 Stt 6 .fr . . . . 

W ’i+* — i+Ax + Bx* + Cx* +Dx* 4-JS*s +Fx t > -frCxr 4-.... 

et m(i4-^4a4--B a:a + jD* 4 -fr JSx5.fr F* 64 . GxX -fr , , . 

= (l+x) ( A _ 4 -aBa+ 3 C* s 4 - 4 jDa 3 4 - 5 £ x 4 + 6 Fi 5 -fr 7C*6 4. . . . .) 


Unde aequando conficientes potefiatum fimilium juxta methodum reverfionia 


ferierum fit 

• ' 





A = 

m 

unde A = — 

1 

1 

'v Ia - 


2B+A & 

mA 

B - 

i 

rX-X 

2 



3C+aB « 

mB 

c-=. 

1 

ni-2 

' 3 



4D+3C - 

mC 

D = - 

1 

w -3 

"T’ 

A - — 

N 

5F+4D = 

mD 

E? ~ * 
1 

5 

* • *. * 


6F+5E =* 

mE 

_ m 

F = ,-■ 
1 


"* ** * * 

* 

JG + 6F = 

tnF 

G = -« 

> X 

w-6 

7 

v, • 

~ 


m 

» ■# 

- 




- 

« W-l . • 

M _ V 

(conformiter §. /n/rci) • 



*», Eodem modo fit +£*-* -f Dx* +-E* S 4.. k -.. .)* 

«= i + ^ , a+-BV+C , x 3 +D'a« + £V + 

.. ■ • " ■ • r ! - 1 ^ 
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Erit »log.(i IrAx+Bx* +C* 3 +Dx* +J?jc s + 

= log.(i +-^ ,Jf +5’jr 1 + C’j( 3 +Z?'jc 4 +E'x s -f. . . . 

ae «x A + 2Bx+ 3 Cx * + 4 Dx ‘ > + 5 E* 4 +- . . • 
i + Ax + Bx • + C* 3 + L»jc» +. . . . 


A 4-2B , x+3C'^ 3 +4PU 3 +5AW. . . . 

i + Ax + Bx 1 + C'js 3 + £>'x 4 4- » 

Unde coffifi cientes A, B\ C‘, D\ E'. ... facilius quam aliis methodis deter- 
minari poliunt 


r 


Unde 


Sit 0* ss 

i4--/#*4- 2 ?jc 3 4- C* 3 + Djc 4 4- £* s( 4'. . . . 

■* log.a = log. 1 4- Ax 4- Bx*+ Cx 3 + Dx* + 

Ex 5 4- . . . . 

log.a =. 

4-25af +3 Cx i +4Djt 3 +51Tx 4 4-. . . . 

i+^fjr + 2?* 3 4- C* 3 + Z?x 4 + 

£x 5 4-. . . . 

log.a 

(14 ‘Ax 4- Bx*+ C* 3 4- Dx* + 

Ex s + . . . .) 

= 

A 4-2J?Jf 4-3C^ 3 4-4Dx 3 4-5£» 4 4-. . . • 

A — log.a 

feu A = log.a 

l • * ; \ 

B = A ^ 
2 

B = -i-log. 3 a 

1.2 „ 

♦ . ^ 

C = ij!2Sf 
3 

C = log. 3 a 

1.2.3 

»* 

D = r^°S a 
4 

D = — log. 4 a 

I.2...4 

•v- ^ • r ■- .> 

£ « Zte 

5 

£ = — i— log. 5 a 
X.2...5 

4 ’ - * .• * 


“*= I 4-*log.a4- — log. s «4“— * — log. 3 a4 — * — log. 4 a4-— ' - — log, 5 a + , . . 
1.2 ° 1.2..3 1.2..4 1.2..5 

(ut prius §. 55.) - . . 

4°«. Sit lag. i+x ** Ax + Bx a 4. Cx 3 4- Dx 4 4- Ex 5 + ... . 

1 i . erit -JL = A 4- 2 Bx 4- tCx* 4- &Dx 3 4- s£* 4 .+ ♦ 

I+JC 


• v* 


+ 3 c + x 4 4 ^ + .... 

HC +Jt 4-4« + + 5 E 


+ *4-aS + *+ 3 C +x +;0 + *>5E' 

Unde 


Digitized by Google 




l^S 


Unde A — + i 



Et log.i + *=*-!** + $*»— + (ut prius §. 6t.) 

§. 70. .Dixi (§. 78.), problema inverfum tangentium ad formulas diffe- 
rentiales logarithmicas faepe etiam in cafibus fimpliciflimis reduci. 

Exempla. i°. Quaeratur curva, cujus fubtangens datam habet ad abfcif- 


fitm rationem. 


Erit ideo 

dx 

y -t- = mx - 

dy 

dy_ i_ ^ = £ # t_ 

dx y ouc m x 



hinc 

\ 'l ’ 

* t 

feu 

dy 1 _ t d* 1 
di/ y 1» du x 



hinc 

\ogX *= -log.- + C 

V m V 

• • ' 



mlog.y = log.* + C 

* „ * 



ym = Cx, quae eft aequatio ad parabolam, fi •» fit quantitas 
pofitiva ab unitate diverfa; ad lineam reftam, fi «= 1; & ad hyperbolas, fi 
m fuerit negativa, feu fi fubtangens & abfcifla ad diverfas ordinatae partes 

fitae fint. 

2 0 . Quaeritur curva, cujus fubtangens eft conftans. 

Erit ideo y d - - ‘1 log.y = f, quae eft aequatio ad logarith- 

d y dx y c t 

micam. 


3 0 . Quaeritur curva, 

Sit ideo y^(l+^») = 

dx __ r{tt-yy) ( 
dy y 


cujus tangens datur magnitudine. 
. dx 1 ^ d x 1 __ »-yy _ 

’ I+ dy* yy’ dy* yy 

« _ y . 

“ y ^(«-yy) *T tt -yy>’ 


» 


X = C+ <loe — j- 4 -yYtf-yy), quae eft aequatio ad curvam tra- 

+ 5 /+n«-yy) Botriam dictam. 

0 §• 7 '- 
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§. 71. Priusquam huic capiti coronidem imponam; peuciflimis attingam 
quaeftionem inter mathematicos nimium celebrem, de natura iogarithmorum 
quantitatum negativarum: quae quaeftio nequidem mota fuiffet, fi algebrift» 
a legitima quantitatum homogenearum definitione Euclidea non rccefliflent. 
Scilicet : rationem inter /e magnitudines habere dicuntur , quoe multiplicata fe invicem 
Juperare pojfunt. Jam vero quantitas (ita difta) negativa , quotiescunque multi- 
plicetur (hoc eft juxta genuinam multiplicationis notionem, quotiescunque fibi 
ipfi addatur, feu repetatur), nunquam fuperabit quantitatem pofitivam. Ergo 
nulla datur ratio inter quantitates (fic dictas) pofitivas & negativas. 

Nodus autem folutionis hic eft. Algebrifhe ad quantitates ipfas transtu- 
lerunt, quae ad ligna tantum pertinebant: omnes quantitates in fe fpeftatae 
funt pofitivae, fed tantum alias aliis funt oppofitae: hanc oppofitionem per figna 
+ , — , defignatam non licebat ad quantitates ipfas transferre, & quafi duos 
ordines quantitatum hoc refpeftu conftituere. Quaeftionem hanc lucide admo- 
dum enodavit, & ad genuina principia revocavit illuftris Kaistnerus (Leipziger 
Magazin fiir die reme und angewandte JUaihemotik, 1786. 4tes Stiick): qui (contra 
opinionem tum Joh. Bernoulli , tum & D. dAlembert) Leibnitzii & Eu- 
ieri fententiae aflentitur; nempe, logarithmos quantitatum (ita diftarum) ne- 
gativarum effe imaginarios ; feu , nullam efle rationem inter negativas ( quas 
vocant) quantitates it pofitivas. Quod attinet 'ad computum horum logarith- 
morum imaginariorum, vid. Euler Memoires de Berlin 1749. 


Caput Septimum. 

- De funttionibus trigotiometricis arcuum circularium. 

§• ?*. ' 

^nalogia, quae inter quantitates exponentiales a*, & funftiones trigonome- 
tricas arcuum circularium, quales funt finus, cofinus, tangentes &c. interce- 
dit , jam dudum fuit a mathematicis obfervata. Fundamenta autem analogiae 
hujus methodo^fttis elementari & lucida (quod fciam) expolita non fuerunt; 
qua id me jrf&ftitiffe arbitror, finus & cofinus cujus vis arcus circularis ex - 

preffio- 




i 
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preflionem per hunc arcum iisdem omnino veftigiis indagando, quibus in prae- 
cedente capite inii fiebam. 

Cum fin .z ejusmodi fit ipfius z funftio, quae evanefcit pofito z — o; & 
ratio aequalitatis Umes fit rationis decrefcentis, quae arcum inter & finum ejus 
intercedit: finus cujusvis arcus z eft funftio ipfius z, talis - - - - 
fin. z = z — Az 2 -fi® 23 -\-Cz A -\-Dz 5 -\-Ez ,t -\- .... 

Et quoniam cof.a eft funftio ipfius z talis, ut fiat i , quando z = o; mi- 
nor autem fit unitate, quando z crefcit ab zero inde usque ad quadrantem: 
erit cof. z funftio ipfius z talis - - - - 

cof.s = i — A'z+£'z 2 +C'z 3 + D'z* + E'z 5 + .... 

§. 73. Sit itaque 

fin. z s= x— Az~ + Bi* 4- Cz* + DzS + Ez* + • • • » 

erit fin.ax == ax — z*Az- + a3Bx3 4- a*Cz* 4- x 5 Uz 5 4- 2 ®£x* 4. . . . . 

fin.3X = 3x — 3 *Az 2 4- 33Bx3 4- 3 4 Cx^ 4- 3SDX5 4- 3 b Ez b 4- . . . . 

fiiJ.4* = 4X— t»Az* 4- 4*5x3 4. 4 *Cx“ 4- 45.DX 5 4- 4®£z 6 + • . . . 


Sumtis differentiis primis erit (§. t. Introd .) 
afin.*x cof.3x=x~(a* - 1 )^ 2 = +( 2 3 - i)Bz*+(z* - i)Cx4+(a5 - j)DxJ 4 ( 2 « - i'}Ez6+.„ 

afin.'xcor.|x=x-(3MJ)/Ix=4-(33-23)Bx3 + (34-34)Cx44.(3S-a5)I>x54<36- a 6) J Ei6 + . f . 

2fin.<xcof.?x=x-(4S-3*) J 4xS4-(43. 3 3)Bx34-(44.34)Cx'»4<43-3S)I>x!4<4»-36)fi64..,. 

Jam vero in his aequationibus primus terminus omnium membrorum prio- 
rum, fi juxta fuppofitionem §.72. in feries explicentur, eft iz; pariter atque 
primus terminus omnium membrorum pofteriorum, qui igitur per fe congruunt. 
Sumtis differentiis fecundis erit (§. t. Introd .) 

— 2 a fin. 3 £xfin.23 = — A’(3 1 ...i a )>te 3 4-^(3 3 ...i 3 )53 3 -|-A"(3 4 ...i 4 )Cz 4 4- ... 

— 2*fm. i S3fin.38 = — A , '(4’-a s )^ s + ii "(4 3 -2 3 )5a 3 +^(4 4 -2 4 )C3 4 4- ... 

— 2 a fm.*|3fin.4* = — A*(5 a ...3 s )i«s a 4-A'(s 3 ...3 3 )B2 3 4-A"(5 4 ...3 4 )C5 4 4- . . . 

0 2 Atqui 
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Atqui primus terminus omnium membrorum priorum , fi juxta §. 72. in 
feries explicentur, continet tertiam poteftatem z 3 arcus mutabilis z; ita ut 
membra haec evoluta ft eundam arcus hujus poteftatem z 3 non contineant: 
proinde pofteriora etiam aequationum harum membra poteftatem z 3 non conti- 
nebunt. Sed in pofterioribus membris coOfli ciens potcftatis fecundae a 2 eft 
a — 1 . 2/f : proinde 1 . 2 A ■= o , & A =» o. 

Eodem modo demonftratur in ferie fin.z = z— Az 3 + Bz 3 +Cz 4 + Dz 5 +;... 
omnes deelTe arcus mutabilis poteftates exponentis paris. Scilicet: fumtis 
differentiis ordinis 2 m, quae funt ± 3 20, fin.* a ’£zfin.pz (§. t.Introd.), primus ter- 
minus omnium membrorum priorum continet poteftatem z-M-i ; ita ut in his 
membris defit poteftas par z- m . 

At vero primi termini omnium membrorum pofteriorum continent hanc 
poteftatem parem , affeftam cotfffciente , cujus unUs fnftor eft tonftans 
AaMnim B 1.2. 3... 2B* (§. q.Intrcd.). Quare cum potentia haec exponentis paris 
ex fecundis etiam membris debeat exulare , alter cocffcientis illius faftor eva- 
nefeat oportet; & proinde feries, qua fmus per arcum exprimitur, hujus eft 
formae fin. z — z — Az i + Bz 5 + Cz 7 +Dz 9 + .... 

Sumtis differentiis tertiis erit (§. ) 

3 3 fin. 3 j2Cof.|a = A’(4*...i J )./fe 3 — d’ , ( 4 5 ...i 5 ).B* 1 — a”(4 7 ...i 7 )CV —...; 
2 3 fin. 4 zcof.|z = A"(5 3 ...2 3 )yfc 3 — a'( 5 5 ... 2 5 ) 5 s 5 a”(5 t ...2 7 )Cz 7 — . . . . 

3 3 fin. 3 Jzcof lfz = A"(6 3 ...3 3 )^s 3 — d'( 6 5 ... 3 5 )fi - 5 — d"( 6 7 ... 3 7 )Cz 7 — 

Quoniam primus terminus omnium membrorum priorum juxta §. 7 2 - 
feries evolutorum eft is 3 , erit etiam primus terminus omnium membrorum 
pofteriorum i* 3 . Sed (§•?• J |, * ro< 0 d n 3 = 1.2.3; er 8° 1 ~ *• ^ 3^> & 
A = - 1 - ■ 

1.2.3 ... 

Sumtis differentiis quartis & deinceps quintis erit 

a*fin. 5 i*cor.£« = A v (6 3 ...i s )5z 3 +a v (67...i 3 )Cz ? +a»(6»...i 9 )Dz» + . . . ; 

2 5 ftn. 5 {zcof.$z = A''( 7 5...2 s )5zS+d’ , (7t...2t)Czt+A r (5’...2 , )0^ + 

a5fin. 5 |zcof.yz = A T (8 s ...3 5 )i?* s +A ¥ (8 7 .-.3 7 K* 7 + AV C8’-3’)^ 9 + 

. • » * * 

Primus 
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Primus terminus omnium membrorum priorum eft is 5 (§. 72.)} ergo & 
primus terminus omnium membrorum pofteriorum eft 1 z 5 . Sed a*» 5 = i . 2...5 
(§.q.Introd.); ergo 1.2... 5 - 8 = 1 , &B= 

Sumtis differentiis fextis & deinceps feptij|is erit 

-2 7 fin. 7 |2!Cof.f2: = A vu C8 7 ...i 7 )C2 7 +A v,, (8 , ...i’)Oa’+A»' , (8*'...i")£:s”+... 

— 3 rfi n . 7 -Jscor.ya=A v,, (q 7 ...2 7 )Ca 7 +A' ,,, ( 9 s...2*)Oa 9 +A v,, (9 II ...2 ,, )Es”+... 
— a 7 fin. 7 !2Cof.£s =A vl, (£o r ..3 7 )C2 7 +A T,, (io 9 ..3*)Z?* , +A T "(io ,, ..3 I t )Ez 1 *+... 


Primus terminus omnium priorum membrorum evolutorum eft — is 7 ; 

ergo & primus terminus omnium membrorum pofteriorum eft — is 7 . Sed hic 

primus terminus eft A v "# 7 Cs 7 = 1.2... 7CV; proinde — 1 «= 1. 2...7C, 

& C — • 

1.2...7 

Eodem modo fumtis differentiis oftavis, & deinceps nonis , erit 

iz 9 = & l *n 9 £)x 9 = i.2...qDz 9 ; unde D => — 1 — ; 

i-2». 9 

1 


pariter E =- 
F = 


1.2.. . 11 
1 

1.2.. .13 


; & generatim 


fin.z=z- 


*-**+. 1 


z s ■ 


-ZT + 


-Z 9 — 


-z * 1 + 


1.2,3 I - 2 -~5 ' I. 2..-7 I.2...9 1.2... II 

§. 74. Inveftigatio cofinus eodem modo peragitur. 

Sit nempe cof.x = 1 — Az + Bx 3 4. Cz 3 4. Dz* + EzS + . 

hinc cof.ax ■= I — zAz 4- 2 3 Bx» + 2 3 ( 7 x 3 + i*Dz* 4- 25£z5 4. . 

C0C3S = 1 —3 Az 4- 3 3 Bz» + 33(7x3 4- 3 A Dz* + Z 5EzS + • 

cof. 41 = 1 — )Az + 4 3 Bz 3 + 43ft3 4" 4 *Dz* 4“ + • 


Hinc fumtis differentiis primis erit 

afin.£xfin.|x = Az— ( 2 3 - i)Bx 3 — (a 3 - i)Ci3 — ( 2 4 . i)J7z4— ( 2 5 . i)£x5 _ 

afin.IX Cn.ix ^ ^x-(3*-2 3 )Bx 3 — ( 33 - 23 )Ci 3 _( 3 4 . 2 4 )IH 4 _( 35 . 25 )£i 5 _ 

Jfin.^xfin.|x = ^s_(4 3 - 3 4)Bx4-(43.33)rx3_(44.34)i} X 4_( 4 5.35)£z5_ 


0 3 


Quo- 
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Quoniam autem (§. 72.) primus terminus omnium priorum membrorum 
non continet primam poteftatem z arcus mutabilis z , prima haec poteftas deerit 
etiam in pofterioribus membris; unde erit A = o. 

Eodem autem modo, quo^prius pro linu faftum fuit, demonftratur omnes 
poteftates impares quantitatis mutabilis z evanefcere. Scilicet differentiae or- 
dinis imparis zm+t membrorum priorum funt 2- m +i fin.* m -H-|sfin,p*; & pro- 
inde primi termini horum membrorum evolutorum continent poteftatem parem 
asm+2 arcus mutabilis z: membra ergo priora harum aequationum non conti- 
nent poteftatem imparem a im +‘ arcus z ; unde & membris pofterioribus pote- 
ftates hae impares debent exulare. Sed primi termini horum membrorum funt 
bito+in* m +*Mz im + I , feu 1.2...2W + 1 proinde o = i.2...2»i+iflf, 

& M = o. Cofinus itaque per arcum exprimitur ferie hujus formae, quae pares 
tantum poteftates ipfius z continet. 

cof.a = 1 — Az i + Bz 4 + Cz 6 + Dz 8 + Ez to + . . . . 

Sumtis differentiis fecundis erit 

2 5 nn. a Jacor.2a = A’( 3 a ...i a )v 4 ! 8 a — a"( 3 *...i*)Bz* — A*(3 6 ...i 4 )C2 6 — , . . 

2 a lin. a ’?cof.35 = A'(4 a ...2 2 )/fe a — A"(4 4 ...a 4 )/?* 4 — A'( 4 6 ...2 4 )Ct 6 — . . . 

2 a fin. a 3?cof.42 = A"(5 a ...3 a )yfe a — A'( 5 4 - 3 4 )to 4 — ^"( 5 5 - 3 6 )C* 6 — • • • 


Et quoniam primus terminus omnium priorum membrorum evolutorum 
eft 1 z 2 , erit etiam primus terminus omnium pofteriorum membrorum 1 z 1 . 
Sed A"» 3 » 1.2 (§. q.Introd.'); ergo 1. zA— 1 , & A = — 

I* 2 

Tum fumtis differentiis tertiis & deinceps quartis , erit 

2 4 fin. 4 j% C of. 3 s ■= A"( 5 4 ...i «)* a 4 + A"( 5 «...i»)a« + A ,v ( 5 »...i 8 )Os* +. . . 

2 4 fm. 4 |a cof. 4 2 = A lY (6 4 ...2 4 )5s 4 + A "(6‘...2*)Cs 6 + A ,v (6*...2 8 )Z?a« + . . . 

2 4 fm. 4 |acof.53 = A ,v (7 4 ...3 4 )5a 4 + A ,v (7 6 ...3 6 )Cs 6 + A ,v (7 8 ...3 s )Da 8 + . . . 

Unde erit ia 4 = A iv » 4 2 fe 4 = I.2...45* 4 ; & B = -J — . 

1.2...4 

Tum 
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Tum fumtis differentiis quintis & deinceps fextis, erit 

— s 6 fm. 6 '2Cof.4* = a v, (7 6 ...i 6 )C3 6 +A vl (7 8 ...i 8 )Z?2*+/i v, (7 to ...i*®)£s*o +if> 
— 2 6 fin. 6 '2C0f.5? = A' v (8 5 ...2 6 )C26 + A V, (8 8 ...2 8 )D4 8 + A v, ( / 8«o...2 ,0 )£: ? IO +... 

— 2 6 fin. 6 i%cof.6a = A ,V (9\.. 3 ‘)C5 # 4-A T, ( 9 8-3 8 )0* 8 + A V, (9»°... 3 «°)E** 0 +... 


Unde erit — 15 6 = An »® Cz 6 = 1.2...6C5 6 : C = — — — 

1.2.. .6 

Sumtis differentiis feptimis & deinceps octavis, erit pariter iz a =A? tl 'n*Dz a , 

& V = — 1 — 

1.2... 8 

Sumtis differentiis ‘nonis & deinceps decimis, erit — ia 10 = A *n t 0 Ez t0 ; 


& E = — 


1 . 2. ..13 


Unde tandem 


cof. 5=i — —Z z + — 1 — 5 4 r^ 6 + -- 1 — z z * — » f 0 + . . . . 

r.2 1.2...4 1.2—6 I.2...8 I.2...10 


— a 3 + _ 5 8 


§. 75. Corollarium. Tnng.2= T,2 ‘3 1,2 "S' 1.2. -7 I.2..9 

I — 2 3 +-JL_S 4 ^- 5 6 +— i- 5 8 — .... 

1.2 I.2.4 1-2-6 I-2-8 

Ad fcopum praefentem non pertinet expreffionem hanc fraftam in feriem con- 

vertere. 

Obfervare fufficiat, tang. 2 exprimi etiam per arcum z ferie hujus formae 
tang.5= 54- Az 3 +Bz 5 4 -CV 4 - 7 ?* 9 + in qua A= B = X y . . . . 

5 . 76. Quoniam fin.s=5 — a 3 + — —a 5 — 2 7 + — - — a 9 — .... 

* * 1.2.3 1.2..5 1.2..7 1.2..9 

dfin.a _ j _l_ a s + » 


eft 


— -r I-sH— i-3 1 — ...= 

da 1.2 * 1.2..4 1.2..6 1.2-8 

m= cof. a (conformiter §. 49.) 

et quoniam cof.5 = 1 — » 3 + — — a 4 ^ra 6 H — ^-2 35 8 — ••••' 

^ i.a 1.2..4 1.2..6 1.2-8 


eft , +-L-a* 


da 


1 5*+— a 7 -... = 


— fin. 5 (conformiter §. 49.) 


1.2.3 1:2-5 I-3-7 

fi , - r ~ ff 


Et 
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Et quoniam — = tang. z ; 


dfin.r 


■ dcof.s 


. ann.z. r o coi.z. 
cof.s-j^ nn.z—^— 

coi. 5 2! 


feu 


cof.*s + fin. 3 s 


unde dfa ”B-* - * - fec. 3 s, 

ds cof. 2 z 


cof. 3 s 


d tang. z . 
~'~Hs ’ 

d tang. z . 
da V 


feu 


At 


dz i 

= fec. 2 Z ; et — = — "+Tt , quod geometrice etiam fic demonftratur. 


■ 17- Sit C centrum & CA radius circuli , cujus arcus mutabilis fit AXX . Sit 
ab A dufta tangens hujus arcus; & ducantur CX , CX\ quae tangenti occur- 
rant in r & r': tum centro C & radio CT deferibatur arcus Ty, occurrens 
ipfi CX' in y. 

Erit lim.JT' : Ty = i : ftn. 2 *' *= i : fin.CTA = CT : CA 

Ty : XX 1 *= CT : CA 

ergo lim.rr’ : XX" - CT 2 : CA 3 (§. 14.) 

Sed eft Um.rr' : *; ergo * = et £ - 

§. 77. Quoniam finus & cofinus funaiones funt arcus , exprefliones eo- 
rum potuiilent per theorema Taylorianum obtineri modo fequenti : 

.Ajsdfin.* Aa 3 d s fm.a J _ ia 3 d 3 fin.a-. d* 4 d 4 fm.Sj. , 
fin.*±A»«fin.«±_- ar +— ~ajT +I^-d^“ ± - ’ ' 


•3 

Atqui eft (§. 76.) — = + cof.a, et = — fin. 

unde eft = — fin.s 


d 3 fin.s 
da 3 
d 4 fin.s 
da 4 
d 5 fm.s 
• da 5 
d 6 fin.s 
~Az* " 


= — cof.s 
= + fin.s 
= 4- cof.* 
= — fin.s 


hinc 
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Hinc , 

fm.a+ Aa=fin.a+— cof.a— — fin.a+— cor.a+-~fm.a±— cof.a- — fin.s+. . 
— — I 1.2 1.2.3 1...4 1-5 *"° 

eft fin.(«+to)4-fin.(«-to) = fm.a— — fin.*+ ^fin.a-^!fin.a+... 

2 1.2 1...4 i—® 

fin.(a+A)s-fin.(a-Aa) _ ^ cof . 3 _^. 3 co f.a + ^l S cof. 2 :-^cota+- 

2 1 1..3 i-5 *••? 

= fin.a— ^!fin.3+^lfin.a — ^!fin.s+ . .. 

1.2 1-4 *-° 

= ^cof.a— ~ cof.a+ —cof.a — — cofia+ ... 

1 1-3 i -5 *••? 

1.2 1...4 i—O 


feu fm.acof.Aa 
cof.a fin.Aa 
unde cof. As , 
fin.Aa 

Proinde generatim cof. 2 = 1 — 


i -4 

Aa Aa 3 ^ Aa 5 __ As 7 

1 1.2.3 i —5 1—7 


1.2 1.2—4 

a 3 . a 5 * 7 


1.2—6 
a 7 


fin. z = a — JL_ + — — - — -** ■— + • 
1.2.3 *•*— 5 *- 3 -7 


§. 78. Vidimus (§. 59.), quod 


t z + r z 

= I + 

*’ t 2® , ** 

+ t • • 

2 

I.a"*" 1.2.. .4 1.2... 6— 1.2—8 


i 1 - r z 

= a + 

a* . a 3 - + a 7 ^ + a’ 

+ . • • 

2 

1.2.3 1.2-5 ’ i-a -7 ■ *•*— 9 


Series has magnam refpeciive habent affinitatem cum expreilionibus cof.a & fin. a. 
Etenim fi in priori feric pro + a 3 fubftituatur - a», feu fi loco a fubfiituatur 

zT- 1 ; prodit 1 — — + 


— .... feu cof. a : unde 


1.2 1.2...4 X.2...6 1.2... 8 

eadem fubftitutione 'priori aequationis membro applicata, infertur 

,+iV-1 4- *•., • i ‘ - ‘ 

* QJ; 3 ‘ 

V P 


cof. a 

-rfca 


ifqifiaxo 


Pariter 


r * 
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Pariter in ferie pofteriori, loco » fubftituto figno iV — t , prodit 


1*2.3 ' 1.2... s 


S 7 3 ° 


fimiliter infertur Y ' — i fin. z = 


1-2. ..7 1.2... 9 

H’*v r -i — e-zv-i 


feu >''—1 fin. i; unde 

(+ 1 V-I — f-XV-l 


, feu fin. z — 


Hinc tang. z = 


eiv-i — e-tv-i .. 

. x — — rn - , feu tang.^y — 1 


2* —I 
flV-l f-*v -i 




unde 


y • — 1 * * v-i q. v- 1 

1 + tang. z V-i : x — tang. 3 : r*v-\ «= «a*v-i : jj 

= i + tang.2^1 y. ml = ! i±tang^_i 

1— tang.s>^-i 1— tang.ar-i 

. — *_ lny i + tang.»?']-! qua formula continetur fundamentum calculi 

iV'- 1 6 1— tang.3 V"‘ 1 

logarithmorum quantitatum (ita diftarum) tam negativarum quam imaginaria- 
rum (vid. §. 71.). 

, . e*v-i 4. e-zv-i 

Obferuafio. Formulae exponentiales imaginariae coi.» = * , 

,xv-i_<-iv-i 1 — Hv-i t , i+tang.?y'-i 


fm. 3 = " 2 y'; — » tan e- * = yTj, ’ 3 ~" 


log- 

sr-1 1— tang.sy’-! 


frequentifiime in calculo integrali ufurpantur, & plurimas invefligationes mi- 
rifice juvant. Speftari autem debent tanquam mera figna majoris facilitatis 
caura a mathematicis introdufta ; atque irrita foret inveftigatio fignificationis 
fymbolorum e-zv-i, quibus feorfim fumtis nulla idea refpondet; nec ope- 

rationes in ipfis inftitutse ad reale quid conducere poflunt, nifi quatenus im- 
poflibilitatis figna, quae involvunt, fefe mutuo deftruunt. 

§• 79. Sumto zV'-i = i lo S “7^7j = : 

quoniam eft log ~ t '+| t ' s + | t ’ 5 +7 t ’ 7 +-5 t,l> +^ • • • (§• 61.) 

erit sF-i - rr-x(i-itf+|t 4 -4l 6 +^*— ) 

et » = t - — ** 7 +*« 9 - • • • • 

quae deduftio exempU loco fit utilitatis harum exprefiionum imaginariarum. 


Ad 


- _ /- 
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Ad 'hanc expreflionem etiam conducit exponens differentiatos ^ = -^7^ 
(§• *6.) 

Inde enim eft = i — tt + * 4 — I 4 + < 8 — t to + . . • . 
at 

unde z = t — ^/ 3 + {< 5 — 4< 7 + • • • • 

Porro haec expreflio immediate etiam ex primis limitum principiis dedu- 
citur modo fequenti: 


. (co^rup+Cm.ntpY'- 1) » — (cof.nf - Cin.n^Y'- 1) D 
Quoniam (§.ac.Introd.) fm.tp = i — 2 ' y ' . 1 T 


„ ( cof.T^H-fm.n^y’ - 1) n — (cof.wp - Cm.fKpV'- 1) ° 

"hn.$ TF^l 

cof. b <p “ 1 Gn, 

ia-oa-*). 


i. 2.3 


• cof.B<p Gn. 3 »f 


\Cr 0-G-0. 


+ " XB / -2JL — — cof. ny " " 5 fin. s 


1.2.. .4 

Kr0-(i -0 

■ 1.2. ..6 

Kj-o-a-o 

1.2. -.8 

-iCrO-Cr») 


—-7 

cof. n$ n fm. 7 «4 


cof. n$ “ fin. 9 nf 


1.2... IO 


cof. ntp " 'Vin.* 1 »# 


P 2 


= cof. 
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Pariter in ferie pofteriori, loco z fubflituto figno zY' — r, prodit 

feu Y' — ifin. z\ unde 




1 .2-3 I.2..-S I. 2-7 I.2...9 

„ ... . . ^ . r+*V'-I c-zv-t r r #+lV-I_ e -*V-I 

fimiliter infertur Y — x fm.s = , feu fin.s = 


"Hinc tang.2 = 


(lV-1 — (-ZV-1 


feu tang.a?'’— I = 


2 Y ' — 1 

gzV-l . — f-«V-X 


unde 


Y' f-xV-l’ *— •— *s— ' * (ZV-l -(- ’ 

1 + tang.2?^- 1 : 1 — tang. 2 Y- 1 = 1 : e-zv-i *= *i*v-x ; 1; 

,*v-x = i ±*WJ£- S ; 2zr - 1 = log.l ; 

1— tang.2)^- 1 1 — tang.2 Y -x 

~ = x - log . 1 tan fr* 1 , qua formula continetur fundamentum calculi 
2Y - 1 1— tang.2 r-x 

logarithmorum quantitatum (ita diftarum) tam negativarum quam imaginaria- 
rum (vid. §. 71.). 

Obferuatio. Formulae exponentiales imaginariae cof.2 = — 1 + ■ , 


tzv-i—rw-i . 1 r*v-i — (-zv-i I , i + tang^-i 

fin.2= tang.2- — — ^ * 


. ■ -•X l/K « ■ -- .r _ . 

2 y'- 1 ’ Y'-i r»v-i-j-r*v-i’ 2Y-1 1 — tnng.sT^-i ’ 

frequentiflime in calculo integrali ufurpantur, & plurimas invcftigationes mi- 
rifice juvant. Speftari autem debent tanquam mera figna majoris facilitatis 
caufa a mathematicis introdufta ; atque irrita foret invelligatio fignificationis 
fymbolorum f*v-i, r»v-i, quibus feorfim fumtis nulla idea refpondet; nec ope- 
rationes in ipfis inftitutae ad reale quid conducere pofiunt, nili quatenus im- 
poffibilitatis figna, quae involvunt, fefe mutuo deftruunt. 

5. 79. Sumto zY- 1 = ilog.l±^l-J = log.rl ^ . ^' - 1 : 

quoniam eft log.Y 1 -^. = e + |e* + |t7 s +je 7 +$e 9 + . ...(§. 61.) 

erit zY'-i - tY-i (x- i«+|t« - &+&* ) 

et 2 = <—J/ 3 + «, 5 _ i*r + i,»-- . . . . 

quae dedu&io exempli loco fit utilitatis harum exprefiionum imaginariarum. 


A A 


/. 
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Ad lianc expreflionem etiam conducit exponens differentiatis ^ 

(§• 16,) 

Inde enim eft ^ = i — + t* ■ — I* + t s — t 10 + . . . . 

(U 

unde z = t —|*3 + ^s _ + »,* _ T . T ,« i + 

Porro haec expreffio immediate etiam ex primis limitum principiis dedu- 
citur modo fequenti: 

Quoniam (§.af .Afrmf.) fui.$ - 


nfin<p n f cof.nip-frm.wpy" - 1)~" — (cof.n? - Cm.fKpY'- x) a 


= cof. *xp n I fin.«p) 

KrOCrO 


tjifc jvS* 

. i r. 


1. 2.3 


“~3 

cof.inp fin. 3 «f 


+ _ -V ■ cof.*p D fm.*«f 


i.a. ..4 

Ks-0-(s-0 


1.2. ..6 

Ks- 0 - 0-0 


i -r 

cof. inp n fm. 7 «« 


tt- 


*v 


1. 2. •. 8 


cof. «4“ fin.’*f 


-iC-O-Cr-) 


+ 


1.2... 10 


. i ’ **’*. 

“ ^cof. wp n ,I fin.**t»f 


■>8 






P 2 


Ife*. 


= cof. 
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tang. 5 np 


= cof. nipa (tang. m p 

0-;)0-D, , 

. — tang. 3 w<p 

| C-ix'i)-G-0 

— — tang . 7 np 

+ — — tang. v »<p 

o-ao 4)-"(-9 

— — tang. 1 1 «a 

1.2... II 


unde fafto n<p = * , feu $ = _Iz eft 

n 

n fi n. i. z = coC s D (tang. z 

(-;)(=■;) 


tang.’* 

I. 2 • • • 5 

(".-)(»-£- 04 ) 

1 . 2... 9 


tang. 5 * 


tang. 7 * 


I. 2... II 


tang. 


Qao 
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Quoniam aequatio haec fcmpcr locum habet, etiam limites membrorum 
ejus funt inter fe aequales; fed crefccnte n hi limites funt refpeccive 

z & tang.s — jtang. 3 s + |tang. 5 s — {tang. r a+-£tang. 9 3 — . . , . 
ergo z — tang.s — jtang. 3 »-}- Itang/s — {tang. 7 s+-Jtang. 5 s— . . . . 

Exempla. Sit p quadrans circumferentiae, & 3= 1^ = 45° : erit tangas = 1 ; 
unde |/> = 1 — j + -j — -f + i - rt + • ■ • ■ 

Sit z = {p = 3 o°: t = Jj-; 

y - '*<■ - i-s + s + i- p-i< f, + • • • • 

Obfervatio. Pofterior feries, quae priore longe promtius convergit, inpri- 
mis fuit computationi circumferentiae circuli applicata. Ea ufus Cl. Maciiinus 
peripheriam circuli diametri = 1 ad centum usque figuras dccimales compu- 
tavit; & poli illum celeb. Lagny ad 1*7 figuras usque eundem calculum pro- 
duxit (adjutus tamen aliis etiam compendiis, quae non fatis explicuit. Vid. 
RUmoirts de 1'Academie det Sciences de Paris, 1719.). Bibliothecam Oxonienfcm 
Bodleianam manuferiptum poflidere ex epiftola D. Hornsby refert ili. K/est- 
NER (Aifangsgriindc der Arithm. und Gecmelrie, $te Anf. 1792.): quod ad 156 us- 
que figuras dccimales continuatum rationis peripheriae ad diametrum exponen- 
tem exhibeat; & in 113“ cyphra D. Lagny 8 loco 7 fubftitui debere mo- 
neat. 


§. 8°- Series z = t — ^t 3 + l< 5 — it 7 + £f 9 — . . . . eo citius convergit, 
idcoque ufui eo magis fit accommodata, quo minor eft t . Cum autem diver- 
gat, quando t eft unitate major: prima fpecie non videtur omnibus arcubus 
pofle applicari; quod tamen locum habet, uti ratiocinio fequenti patebit. 

Et primum quidem feries ifta applicatur dimidio circumferentiae quadranti, 
fcu arcui 45"; ubi t= 1 (quamvis fatendum lit, eam tunc lente admodum 
convergere.) 

Quando autem arcus major eft dimidio quadrante feu 45 0 : tangens ejus 
major eft unitate; fed tangens complementi ipfius eft unitate minor, ac pro- 
inde complementum prioris arcus computari poteft per feriem convergentem. 

P 3 v Cla- 
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Ciarifs. Ein-ERtrs artificium tradit, quo praedi&a feries fit ufui quam ma- 
xime accommodata ; & quod e re eflfe cenfeo hic breviter exponere. 

Lemma. Efto arcus, cujus tangens fit pars qutepiam aliquota radii. Ar- 
cus hic dividi poteft in duos alios arcus , quorum tangentes pariter erunt radii 
partes aliquot* , eaeque minores. 

Sit ~ tangens alicujus arcus, exiftente T numero integro pofitivo. Ar- 
cus hic dividi poteft in duos alios, quorum tangentes i-, i- etiam erunt par- 
tes aliquot* radii, e*que minores. 

Etenim quoniam i eft tangens arcus , qui eft fumma arcuum , quorum 

* ' -L ' 

7 + 7 

tangentes funt — & 4 -; erit -I j-: unde (facili calculo) deducitur 

t t T i — -t 

tt 

( t — T)(t' — T) = TT+j; hinc t — T= Ut t fit numerus integer r 

fiat denominator t' — T *qualis diviforibus numeratoris TT+i; erit faftum. 
Exempla. Sit T— i , feu arcus propofitus fit dimidius quadrans. 77+j = 2 ; 

Dimidius igitur quadrans dividitur in duos arcus, quo- 
rum tangentes funt • & | radii. Summa horum arcuum, ferie praecedenti 
promtius convergente computatorum, erit dimidius quadrans. 

Sit nunc 7’= 2 ; 27 ’+ 1 = 5 ; Quadrans ideo dimi- 

di* circumferenti* dividitur in tres arcus, quorum duorum mutuo aequalium 

tangens eft | , & tertii tangens eft }. 

r;, T * . TT_l T _ IA . ^ 1» 2, 5» 1® . t — + 5, 8, 13 

Sit tandem T - 3 , TT+ 1 => 10, *_7'_ ia5)2 , i> <=13,8,5, 4' 

Proinde quadrans dimidi* circumferenti* dividitur v. gr. in quinque arcus, ut 
fequitur: \p = aarc. tang.^+i arc. tang. } + 2 arc. tang. \. 

Sufficiat, hujus methodi principium breviter expofuiffe. Qui plura volue- 
rit, adeat Commentarios Ataci, imp. Petrop. ad ann. 1737 - & Bertrand Developement 
de Ia parlic elemtntaire des Malhematiques. 

§. 81 . 
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t 

, §-8i. Formulae dilTerentiales capite hoc traditae (§. 76.) felici fucceflu 

ad inveftigandas proprietates linearum transcendentium, functiones circulares 
involventium, adhibentur. Sufficiat, exempli loco de cyeloide dicere, cujus 
tam frequentes & eximiae in mathefi mixta applicationes occurrunt. 


Sit AB axis, & BD bafis cycloidis AMD. Sit ANB femi- circulus fuper Fig.iR.» 
axe AB tanquam diametro deferiptus; & refta MP axi ordinatim applicata cir- 
cumferentiae hujus in N occurrat. Eft MN = arc. AN- Sit AB — ir, AP—x> 

MP - y; erit itaque y = Y'(2 rx — xx) 4- rarc.fm.v.— : unde 


dy r-x A r _ _ 2 r-x ^ir-x _ Y'(2rx-xx) 

d.r Y'(irx-xx) Y '{2 rx-xx) Y(irx-xx) = x “ x "* 

= cot. ANP- Sit MT tangens cycloidis in M; eft ^ = cot. TMP 41) : 

AP d.v j 

quare cot. TMP = cot. ANP; TMP— ANP; & proinde MT eft ipft NA pa- 
rallela. 

Si effiet y = Y"(2rx-xx) + l?arc.fin. x.fL; effiet 


dy _ r-x R _ R+r-x 

dx Y" ( ;rx - xx) "^V'( 2rx - xx ) Y (arx- xx) 

rum & protraftarum tangentes determinantur. 


: unde cycloVdum contrafta- 


Caput Octavum. 

De fufftma et differentia duarum quantitatum exponentialium 
in fa&ores refolvenda. 

§. 82 . 

J^ummae & differentiae e* + tr duarum quantitatum exponentialium e*, er, > 

in faftores refolutio tanti eft in calculis fuperioribus momenti, & adeo foecun- 
das fuppeditat applicationes, ut ei evolvendae merito mathematici ftuduerint; 
quos inter eminet celeb. Eujlf.rus in IntroduFlione ad Analyjin infinitorum aliasque. 

Cum autem Euleriana methodus notione infiniti innixa minus mihi arrideret; 
optabam, ut refolutio haec ad genuina & elementaria limitum principia poffiet 
reduci. Quod me praeftitiffe opinor in diffiertatione inferipta: Sur la Decompoji- 

tion 
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.ion de Ia fomme & de /a differente de deux puiffancei d expffcmt qtuleonques de ta bafe 
des logarithmcs ht/perboliques , dans le but de degager eette decompojition de toute idee de 
.'in/ini. (Mcmoires de f Acad. de Berlin, 1787—1788-) Et cum diflcrtationis hujus 
objeftum cum calculorum fuperiorum principiis ita arftc cohaereat, ftrictim illud 
lic exponere e re efiTe cenfui. 

§. 83. Per theorema Cotefianum (§. ad In trod.) eft 


X (.+ ')™r.»"-V+(.-£)' 

2 n y Xw » xn' 2« 2tr 

— x((l - cof. — w) -f ( I + cof. —7 T )) 

N 2» 4 nn m ' 

X *((l«Cof.3-7r)+— (1+Cor.^.T)) 

' xn 4»n 2» 

X 2((l-Cofr --■»■)+ — (l+COf.Aw)) 
v xn 4«» m ' 


X ((I- cof. — 7T) + — (! + cof -"‘M) 
v 2i» 4»» xn ' 


xn 


xn 


xn 


... fin. s ^x((i+— cot.»^) 
1 •. an * ' 4BU xn 

X (i+ilcot. 1 ^) 

4 nn 


in 


X (i+i^cot 

40» 2» 


x (i+"cot 

v 4»» 21» ' 


Hinc 
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/ . * \* B , , X \* n 

Hinc (§. at. Ivirod.) ^ I i * f 4«» *' vP 


x (i + — cot. a JLp) 

4 nn 2n 

X (I+— C0t. 3 ^p) 
4«n ' 2« 


x (i+^Lcot»^^ 

2 » y - 

Quoniam autem haec aequatio femper obtinet, limites etiam membrorum 
ejus funt inter fe aequales. Atqui aufto n (§. 57.) limes prioris membri eft 

———i &(§. 75.) limites faftorum 1 + — ^*ot.*^p funt refpeftive 1 + -~ 


1 + 


4 »o 

XX 

4 »B 


cot. 3 -^-p 


2» 


I + - — cot.*.-’ p 
4 m a» 

, xx . , 7 
I + cot. - — p 

4BH 211 


XX 

1 4* — 

9 PP 


1 + 
1 + 


xx 

25 Tp 

XX 

4 9 PP 


Ergo (§. 31.) limes pofterioris membri eft 


(■ + =)( 


Proinde 




1 + — )(« + — )(i + —) .... 

9 PP' v 25 pp' v 49pp^ 

- (■ +^0+^0 + — )C> + —1 • • • • 

X VP' K «PjK ' 2S0D- /V > 49 ppj 


PP ' v ' 9 PP v 25PP-' 

§. 84. Per theorema Cotefianum (§. ad. Introii.') eft 

x (' + rP’- j (-+pX'-p)“r.i-K.-i)‘ 

Q x (i4- 
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X (I+-) -2(1+ iYl-— )cof.-^- 7 J+(l--) 
2« 2 »' 2» 2» j ur 


2X 

n 


x (i + i) I .2( I ti)(i-i>of.^-K I -i) 5 ). 
2® ar' 2« 2» 2» ' 

X af(i - coH JLtt + — ( 1 + cof. -•*■)) 

2® 4®» 2« ' 

X 2 (I-C 0 f.-^ 7 T + ~(l+C 0 f.-^ 77)) 

. 2® 4»» 2» y 

X 2(l*Cof.— W+~(l+Cof. — 77)) 

2» 4»» 2» y 


X 2(l-C0f.^77+^(l+CoC. 2 -^77)) 

2® 4®» 2® y 

~4 B -ifin.* -pfin.* -p fin.’ 3p...fia.* + — cot. : ~p) 

» n n » , n ' 4»» » 

(i + — cot. 9 ip) 

4flll W 

X (i+±?cot 4 lp) 

v 4 «n » 


x (x + — cot. 9 --/0) 

4 «» » ' 


= (§.ar./»/roi.) 2*((i 4- ^*cot, 9 Ip) 

0 + A T» COt *» p) 

4™ w 

(I + cot. 9 — p) 

4*1» » 

(1 + ~cot 9 Ho> 

4*ra n ' 

Cum haec aequatio femper obtineat, limites etiam membrorum ejus funt 
inter fe aequales (§. 4.). Atqui crefcente » Umes differentiae ^ ^ 
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2n' eft 


e* — r' 


(§• 57-) Et limites faftorum 


O + j^cot‘I/0 funt refpeftive (§. 75.) 

1 + — 

4W1 n 

pp 


. ** 
1 + — 

411» n 

\pp 

. XX . -i 

1+ — cot. 1 ^/* 

1 + — 

4 nn n 

9 PP 

i + if.cot»l p 

XX 

I + 

4»w f> 

i6p/ 


Ergo (§. 21.) limes pofterioris membri ell 

< 2if ( i + J ^)(r+ — )( I + -7— „) • • • • 

pp' K w /v i f>pr 

ergo *=£- <« + ").(i+ " )0+ -)(«+£)•••• 

° 2 ' PP ^ ^ 4 PP v i6jo/k 

** v 

fi. 85. Duarum formularum fliflf in fattores refolutarum ope aliae 

y . 2 

etiam formulae in factores refolvuntur, quales funt - — — ‘ ■ . 

• 2 


Etenim i°. ^ = c x ' ~ + * ] - 

3 e. t=»L ,’tv?=£z] . - 

4 , Hinc fl=-- ? ,7((, + ^X, + ^)(. + ^)... 


Q » 


Hinc 


i ■: 


\ 
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\ 


Hinc etiam * ** - 
2 

r x — I 
2 


*f& + S'C l + — )(!+-?-).•. . 

7T7T / V 97r7X y N 257?7T y 

+ «.)(« + " ; )( 1+ “) . . 
2 X A.m y V 167T77' V 


§. 86- Formulae r* + «■*&" ± rr multiplicentur in fe invicem refpe- 
ftive. 

i 0 . (f* + r*) (rr -f *-t) = «*+r + f* i + rf*-x> + H*+r) ; unde fafto ~ " 
formula *»+<~ v +<*+*-* in faftores refolvitur. 

2°. («* + r-*) (rr — «->) = <*+y — rOH-y)— * 1, -r + H*~y ) ; unde formula 
i» — *~» — ** + «** etiam in faftores refolvitur. 

3°. (,* _ r-r) = «»+y + r< s +y) — c*-y — »-(*+r); unde formula 

e» -p r v — t z — r 1 etiam in faftores refolvitur. 

Aufto faftorum numero; haec refolutio ad longe plures alias formulas ex- 
tendi poteft. 


§. 87. Sit etiam formula c* ~ 2Cof.2<p + r* in faftores refolvenda. 
juxta §. a f. hurod. eft 


4n+2 y 


4*+ 2' 4»+a 


. 2B7r-2^> 


+ (!■ 


x (^ I+ 4» + 2^ 2 ^ I+ 4n + 2^ 1 4n + 2^ C ° f ' 2*+I ' 4» + 2 

x -aCH-i-Yi 

\ 4n + 2 / 4» + 2' /v " 


.O 


4» + 2 


)«c22!2? + (1 — I-)’) 


2»+I 


4«+ 2 ' 


= »(« 
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',-cot-M +, XJf ,(i+cor. 2 ? ) 

- 2H+ i (404-2)* V 4 n+i f . 

1 .. 

. i 

X2( 

\ cor.”?'-)-, “ v C+«*^V?) 

* 2»+l (4W+2) 3 2«+!*' 


• ; - K 

*< 

■, cof.”J s *+ ir^O+cor.^*) 

. 2H+1 (4H-2) 1 20+1 ' ~ 

• • • 



xa( 

• • • 

'1 JconHM+1^, (i+cof*^) 
V 20+ 1 (40+2) 30+1 



xi( 

'1 cor. 2B7r+2? + ^ w (t+cof. 2 ^+^)Y 

< 20+1 (404-2) 3 204-I 


B 


4 2«+i iu+i ZIH-I 2-.+1 2U+2 (4»i+2) 5 , 2 n+i' 

x(i 4 -— * covlll) n 
(404-2)* 2«+r 

• ,^' J ' y r 1+ « nt ,^+gx 

• -»• • . ,r -i . v ( 4 »+a) s ‘ 204-1' 

'• *'«' • : * fr ' y( I + XX CQt.» 

• ii: 'ii i ■. 3iiu.. .i . ?. iu l;; ^ . (4"+2) 3 

iaa*t',,i I* ia«rtf • ! 

. 3 ., - x ^ + f-T^r. cot -I-) 

(4«+2) a 2tl+l y 

. x(.+ 

(4 M +2 y 2'1+lS 

it *u, 


(§. ag.Mrod.') 4 fin.=(p X (i -.cot^) 


0+ 


xx 


-cot. 


,T- ? s 


(40+2)* JH+: 

XX , TT+f 


*aI>J 

6 ~ 


x (i +r fL,cot.‘^) -j 

* ( 4 n + 2 ) 2 B+I / ,f ; 

i ' A 

s , xx 3»7 t-»\ 'Jit .3 ‘raul mi 


(40+2) 3 20+1'' 

S 


“ . cot .*””- 1 


X ^ ,+ ( 4 »+i)» 2 B+I- 

Q 3 


■i i. I»»' 4 . f J/) 
_ 

Cum 
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Cum haec aequatio femper obtineat, etiam limites membroram ejus funt 
inter fe aequales (§.4.). Unde (§§. 57. 75. 2 i.) 

**— 2 C 0 f. 2 <p+r-* = ) ! V 

' 4 ®r 

XX 


X (l + -j4* 

4 ( 7 T-®) 1 / 
X (14-—^^) 

a f 'TrJ-ifiN * * 


4(tt4-4) 


x - - - 

x - - - 

Eadem expreflio eodem modo deducitur ex refolutione in faftores formulae 
«<" «*- 2(ia°6* n cof.2?i + ii". 

Scholium. Quoniam applicationes formularum hoc capite demonftra tarum 
(tam ad fummationes plurimarum ferierum, quam ad varias exprefliones fun- 
ctionum circularium & logarithmicarum) ab Eulrro aliisque mathematicis 
ita traditae funt, ut nihil, quod defiderari poflit, relinquant: milii fufficiat, 
eas ad vera fua principia revocaiTe, & deduftionem ipfarum ab indeterminata 
& obfcura infiniti notione liberaffe. VicL inter alios Eujleri Introiulfio. Cap. 
IX. X. XI. 


Caput Nonum. 

De infinito t quod vocant , mathematico. 

§. 88 - 

^it elipfis conica, cujus aequatio eft yy «= aa — xx), abfciffis axis ex cen- 

tro fumtis. Dufta tangente MT, quae axi in T occurrat, fit PT— — — x) 

(§.42.). Fiat x = o = 0 x «; erit PT = — (— o) = — - = — { x «• 

\jx« o 

Gtnt- 
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GeneraUm. Sit ellipfis cujusvis ordinis, cujus aequatio y*"as (a m — jc m ) 
erit PT = -(ax^)j &fafto;c=oXfl, ei\t\PT= — ax JL. 

Cum exprefliones — , — frequentifiime a mathematicis ufurpentur, & 
in calculis prsefertim fuperioribus feepius occurrant: e re efle cenfeo (prius- 
quam ulterius progrediar) veram horum fymbolorum fignificationem expende- 
re , & meam de illis fententiam profiteri ; eo magis quod de indole ipforum 
inter mathematicos non omnino convenit, pluresque etiam infignes & aliunde 
fummopere commendandi lcriptores .opinionem de illis amplexi funt, quae cum 
fenfu communi pugnare videtur. Quod ut faciam, quantum potero, accurate 
& luculenter , a familiari exemplo fequente ordiar. 

§. 89- Duo viatores A & B, dato intervallo D a fe invicem difiantes, 
in eadem recta , datis velocitatibus , verius eandem plagam progrediantur; ita 
ut unus eorum A alterum B perfequatur. Tres heic, quod ad rationem velo- 
citatum viatorum attinet, diftinguendi funt cafus. 

i°. Viator A celerius progrediatur quam viator B- Hoc cafu intervallum; 
quo duo viatores a fe invicem primum diftabant, continue minuitur, donec A 
ipfum B attingat. 

2°. Ambo viatores aequalibus progrediantur velocitatibus. Hoc cafu in- 
tervallum, quo duo viatores primum diftabant, idem femper manet; utcunqud 
diu progrediantur , & utcunque magnam viam ambo emetiantur. 

3°. Viator A lentius progrediatur altero B. Hoc cafu intervallum, quo 
duo viatores primum diftabant, continue increfcit; & tanto majus fit, quo 
diutius incedunt. Iidem viatores aut potuerunt anterius proficifci ex uno eo- 
demque punfto, ad plagam (ito oppofitam ei, juxta quam progrediuntur; 'aut 
illic iibi jam mutuo occurri (Te ; aut denique in eo punfto fibi mutuo occurre^ 
rent, fi uterque retrogrederetur. 

Hinc dato intervallo, quo duo viatores a fe invicem diftant, datisque ve- 
locitatibus, quibus progrediuntur; fi quaeratur locus oceurfus ipforum mutui: 
prius quam quaeftionis propofitae inveftigatio fufeipiatur, inquirendum eft , utrum 

poifi- 
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poffibilis fit, nec ne; feu inquirendum eft in rationem velocitatum, qua prae- 
dicta poffibilitas aut impoflibilitas determinatur. AJgcbrilta autem non fcmper 
ita caute procedit, neque femper praevium boc examen inftituit. Univerfali- 
tatis (nimio quandoque) ftudio impulfus formulas quarrit generales, quas ad 
omnes omnino cafus flefterc fatagit , & iis etiam applicare , ad quos non qua- 
drant; quod hoc ipfo exemplo patebit. 

Sint nimirum V , v, velocitates datae duorum viatorum A, B, intervallo 
<-> D primitus invicem diftantium, & juxta eandem plagam progredientium, 
ita ut A Ipfum B perfequatur. Velocitate V pofita majore quam e; quando 
viator A alterum B attingit , erit 

» ' ) t 

via ab B pcrcurfa D x -pr~ v 


- - A 


D x 


V_. 

y-v' 


& formulae hse apte omnino repraefentant 


cafum, quo v. 

Algebrifta autem, omnes univerfim cafus una eademque formula complefti 

fatagens, quaerit etiam: quid juxta eas fiat, fi ^5 

Cafu autem, quo V = v, exprefliones fpatiorum ab utroque viatore percur- 
forum transformantur in hanc Dxsi cu . us fignificationem definire oportet. 

Ut cum fenfu communi refponfum hoc algebrae conveniat, aliter illud in- 
terpretari non polium , nifi dicendo: illud indicare exclufionem feu impoflibili- 
tatem occurfus mutui viatorum. Algebraifta autem de occurfu mutuo loqui 
pergens, dum de illo agi amplius non poteft, viatores fibi mutuo occurrere in 
$ flantia infinita pronuntiat. Quae loquendi forma rite explicata nihil ahud figni- 
ficare poteft, quam locum occurfus mutui viatorum hoc cafu aflignari non polle; 
nec ullibi unquam viatores fibi mutuo occurrere. Symbolum igitur quod 
formulis praecedentibus cafui huic applicatis introducitur, de impoffibilitate quae- 
ftionis nunc propofitae nos monet , eodem prorfus modo , quo figna Y' i . 
Y'- x impoflibilitatem docent folutionis & repugnantiam mutuam conditionum 
problematum , quorum tanquam poffibilium traftatio algebraica figna illa intro- 
ducere cofcgit. 

Quam- 
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Quamdiu V> v; diftantia occurrus viatorum a locis, e quibus egredi po- 
nuntur, pendet ab intervallo D horum locorum. Fafto autem V = v, impoffibi- 
litas occurfus mutui eadem manet, quodcunque fit intervallum D, quo primi- 
tus fejungebantur; & abfurdum edet dicere: impoflibilitatem hanc fieri duplam 
aut triplam , prouti intervallum illud fit duplo aut triplo majus. 

Quod ad tertium cafum attinet , quo V <v\ formulae praecedentes fiunt 
D * — 

— quae transformantur in has v ~~r , 

D x — 7 ... -I)X ^ 


& indicant : pun- 


-(v—r) " v — V 

ftum occurfus mutui nunc jacere ad.plagam oppofitam ei, verfus quam viato- 
res progrediuntur; neque in parte anteriori, fed in parte pofteriori ede quae- 
rendum. Quoniam autem cafus hic ad praecipuum traftationis praefentis obje- 
ftum non pertinet, breviter de eo in fequentibus agetur. 

Exemplum allatum adeo luculentum eft, ut fupervacaneum foret diutius 
rei huic immorari, nifi ea, utut per fe fimplex, pluribus inanium loquendi mo- 
dorum tricis involuta findet. Liceat itaque idem exemplum fub forma tantil- 
lum diverfa , eaque geometrica , exponere. 

Problema generale hoc eft : datam reflam in ratione data producere. 

Sit /. 1 B refla magnitudine data, producenda ad X usque, in direftione 
quae tendit ab A verfus B; ita ut rcflae AX, BX fint inter fe in ratione data, 
quam habent lineae a & b. 

Conftruftio. Ex punftis A, B ad easdem reftae AB partes ducantur duae 
reftae Aa, Bb, fibi invicem parallelae, & in data ratione linearum a, b. Jun- 
gatur ab refla, quae (fi fieri poflit) datae AB produftae occurrat in X. Hoc 
erit punftum quaefitum. 

Ut punftum X jaceat verfus plagam propofitam, oportet, fit An > Bb. 
Sed fi Aa<Bb, refta b a occurrit datae AB verfus plagam priori oppofitam pro- 
duftae. 

Sit autem Aa = Bb. Quadrilateri AabB lateribus An , Bb pofitis fibi invicem 
aequalibus & parallelis, quadrilaterum hoc eft parallelogrammuin (EI. I. 33.); 
proinde lineae AB, ab fibi mutuo occurrere non poflunt. Quod fi parallelae ede 

R dicau- 


Fig. 19. 

i°. 


Fig. 19. 
1 «. 
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Fig. 19. 
j». 


fiC- 19. 
a°. 


dicantur reft«, quas fibi mutuo in diflantia infinita occurrunt, idem erit, ac ii 
dicatur: eas fibi mutuo nullibi, feu non occurrere. 

Ut calculus conftruftioni p: «cedenti applicetur, dat« AB per punctum b 
parallela agatu*, qu« reftse Aa in a' occurrat. Triangula an‘t> , aAX, bBX funt 

a — b : a c= AB : AX 
1 a—b : b = AB : BX’ 

AX = AB x 

unde 

BX — AB x 


invicem fimilia ; proinde ", ^ 2 ba' l BX’ 


a 

a—b 

b 

a—b’ 


Cum calculus hic nitatur triangulorum « ab , aAX, bBX fimilitudine, 
omnino exiftentiam eorum triangulorum fupponit; qu« cum nonexiftant, quan- 
do punctum a' incidit in punftum a, feu quando Aa = Bb; mirum videri non 
debet, coaftam calculi ad hunc cafum applicationem, utpote fundamento fuo 
deftitutam , ad impoflibile deducere. 

Si effet punftum occurfus eo cafu, quo Aa & Bb inter fe funt «quales; 
effent etiam AX & BX invicem «quales : cum tamen quantitate data AB dif- 
ferre fupponantur. Abfurdum hoc non moratur infiniti fautores , qui duas ma- 
gnitudines infinitas invicem «quales manere ftatuunt, fi una illarum (vel utra- 
que) finitam patiatur mutationem. Genuinus formulm hujus loquendi fenfus 
alius e(Te non poteft, quam hic: Sini duce quantitates mutabiles , quarum utraque 
major reddi poteji quacunque quantitate propojita, & data Jit differentia pradiBarum quan- 
titatum ; ratio ce qualitatis limes ejl rationis dttre feculis majoris ad minorem. Hoc patet 
ex ipfa conftruftione praecedente. Data enim ratione quacunque Aa : Bb ma- 
joris ad minorem, utut parum ab ratione «qualitatis differat; fiat Bb ' <y q a , feu 

fiatAa: Bb' ^ gy dufta ai' occurret ipfi AB produft» in X; & fiet AX‘: BX'— 
Aa : £y ^ em< l ue facile methodo mere algebraica demonftratur. 


Negatio occurfus linearum AB, ab nititur «qualitate linearum Aa, Bb, 
feu valore (180 0 ) fumm« angulorum BAa, baA; nec ad ejus exclufionem quic- 
quam confert magnitudo line« AB: & quemadmodum idea parallelismi dua- 
rum 
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rum rectarum unica eft, ita etiam dici nequit impodibilitatem occurfus mutui 
duarum linearum AB, ab majorem e (Te aut minorem, prouti linea AB eft major 
aut minor ; feu lignum impodibilitatis £ eft lignum unicum , quaecunque fit 
quantitas a, quacum per multiplicationis lignum conjungatur; eodem prorfus 
modo, quo omnia ligna imaginaria aY' — i ad unicum Y' — i communi mathe- 
maticorum conlenfu reducuntur. 

§. qo. Geometricam problematis propofiti (utut elementaris) evolutionem 
eo lubentius expofui , quod haec ipfa quaeftio , aut aliae ipfi affines , fub falfo 
obtutu confideratae, variis loquendi modis (meo quidem judicio fenfu cadis) 
anfam praebuerunt. Dicunt v. gr. algebriftae, Uneam reftam circulum ede, cu- 
jus radius eft infinitus. Uno aut altero exemplo indicare fufficiet, quid libi 
velit ejusmodi loquendi modus. 

Sint duo punfta politione data. Notum eft : reftam , quae bifariam & ad 
angulos reftos fecat lineam reftam punfta data jungentem , locum ede omnium 
punftorum ab his punftis aequi -diftantium. Nempe non modo quodvis pun- 
ftum in perpendiculo hoc fitum aequi -diftat a duobus punftis datis; fed etiam 

quod vis punftum extra hoc perpendiculum (in eodem plano) fitum inaequali- 
ter diftat ab his punftis. 

Notum pariter eft (vid. Apollonii pergat LorapluMnL.il. Prop. 2.): circum- 
ferentiam circuli locum ede omnium punftorum , quorum diftantiae a duobus 
punftis datis funt inter fe in ratione data a ratione aequalitatis diverfa. 

Duos hosce cafus , utut inter fe diverfos , & ab antiquis geometris fedulo 
fejunftos, fub uno complefti fatagunt algebriftae. Cum radius circuli, cujus 
circumferentia eft locus propofitus, eo major fiat, quo ratio data, a ratione 
aequalitatis diverfa, ad eam propius accedit; & quemadmodum ratio data ad 
rationem aequalitatis propius accedere poteft quam ratio quaevis propofita a ra- 
tione aequalitatis diverfa , ita etiam radius praedifti circuli quacunque linea data 
major fieri podit: concludunt inde, quod, fi ratio data fuerit ipfa ratio aequa- 
litatis , radius circuli fiat infinitus. Sed hoc cafu locus propofitus eft linea re- 
fta; ergo (dicunt,) linea refta eft circulus, cujus radius infinitus. Cum autem 
hoc cafu idea circuli necedario conneftatur cum difcrepantia rationis datae a ra- 

R 2 tione 
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tione aequalitatis, fublata hac difcrepantia tollitur etiam idea circuli. Qui di- 
cit, lineam reftam effe circulum, cujus radius eft infinitus, de circulo loqui- 
tur, cujus neque centrum neque radius poliunt aflignari; dicit itaque, Irneam 
reftam circulum cfle non circularem. 

' sh. Scilicet: fit diflantia AB punftorum A, B = D; & fit ratio data aequalis 

J o* 

rationi a : b, a ratione aequalitatis diverfae. Secetur AB in punfto x, eadem- 
que producatur ad X usque in ratione data. Bifecetur Xx in Z; erit Z cen- 
trum, & Zx radius circuli propofiti. Fit Zx = D x — - ? 

a - b. a+b 


aa 


AZ = D x —.-jj- 
a-b. a+b 


BZ = D X 


bb 

a-b. a+b 


; unde inferunt 


algebrirtae, Zx, AZ, BZ infinitas fieri, quando a — b; cum dicere debuiflent, 
nullum effe radium , nullum centrum. 

Idem valet de aliis quibusdam locis ad circumferentiam circuli. Sint 
v. gr. duo punfta pofitione data» ad quae ex punfto quocunque qgantur reftae; 
Sc data fit differentia fpatiorum , quae ad quadrata harum reftarum datas habent 
rationes, inter fe inaequales. Locus praedifti punfti etiam eft circumferentia 
quaedam circuli (Apollonii pergjsi Loca pbma L.II.Prop.4.). Sed fi rationes 
datae fint inter fe aequales, locus punfti illius eft refta pofitione data. Unde 
iterum concludunt algebriflae, lineam reftam circulum efle, cujus radius eft 
infinitus; cum antiqui geometrae cafum hunc ab altero diverfum feorfim pariter 
traftaverint. 

Atque hic rurfus fe offert fimplicitas ideae impoflibilitatis. Quemadmodum 
enim linea refta ita eft unica, ut omnes linea? refta; mutuo congruant; ita 
etiam impoffibilitas curvaturae fit unica, dum contra nullus eft limes variorum 
graduum curvaturae. 


§. 91. Quam de vera fymboli l fignificatione profeflus fum fententiam, 
altero exemplo, eoque mere algebraico, confirmabo. 

Sit 


\ 
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Sit fraftio — - =* JL. _L 

x-a. x-b a-b x-a 

+ r-'~- 

b-a x-b 

Hinc per fraftionem ■— utrinque multiplicando, fit 

i i i 

(x-a)*. x-b a-b x-a 2 , . 

+ 1 1 

b-a' x-a. x-b 

_ i i 

a-b ‘x-a* 


I T 
a-b 1 'x-a 

. _I L_ 

+ a-b 2 ' x-b’ 

Fraftio igitur cujus denominator faftorem duplicem x-a* con- 

tinet, nequit unice refolvi in fraftiones, quarum denominatores faftoribus fim- 
plicibus x-a, x-b aequales fint. Sed refohitio fraftionis illius neceflario conti- 
net fraftionem, cujus denominator efl faftor duplex x-a*. 

Proponatur autem fraftio ^ a "jr ' a ~ x b ’ cu i us ^ a ^ ores denominatoris 
x-a, x-a' , aut reipfa inaequales fint, aut tanquam tales traftentur. Erit 

i _ i i 

x-a.x-a.x-b a-a.a-b x-a 


. I I 

T -l r~T * — — r 

a -a. a-b x-a 

+ 1 . 1 . 

b-a. b-a x-b 


Tum fiat a=ss'j erit 


x-a.x-a .x-b a-a.a-b 

I I 


1 _ i _* l_ 

x-a 6 a.a-b x-a 


—— -u i 1 * 

i i i • i x 2 . • — ■ — 

a-a.a-b x-a a.a-b x-a 


b-a. b-a x-b 
R 3 


b-a* x-b 


Pro- 
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Proinde introduftione fymboli i monemur , rcfolutionem funftionis 

1 , 1 in fraftiones , quarum denominatores fint faftores fimplices x-a, 

(x-a)* x-b 

x-b, effe impolTibilem, uti jam vidimus. 

Hoo cafu , ut ad veram refolutionem perveniamus , conjungendae funt duae 

_ * i_ a b a b 

fraftiones «-«'•“-b' x-a f con fiderando faftores tanquam refpeftive 

i i 

a-a.a-b X-a 

diverfos. Erit 


I 

I I 

a-b x-a 

I aa • (X (i • m d } m - a ^ a+a»b*x 


i i 

a-a'* a-b.a-b. x-a.x-a' a-b.a-b.x-a.x-a 


_ a-b' x-a ^ 



i i 

a-b - (x-a ) a-b x-a.x-a 

a-b.a-b.x-a. x-a' 11 

a-b.a-b x-a 


_I l_ 

a-b x-a * 
i 1 1 
a-b* x-a 


cafu, 


quo a 


Idem dicatur de aliis fraftionum refolutionibus. 

§. 92. Tranfeo ad exemplum geometricum, & rei praefcnti omnino ac- 
commodatum. 

Cum in omni triangulo (reftilineo) angulorum internorum fumma aequa- 
lis fit duobus reftis : fi detur fumma duorum angulorum internorum , ad trian- 
guli pofiibilitatem requiritur, ut fumma minor fit duobus reftis. Promde 
omnes calculi in triangulis, quorum fumma duorum angulorum datur, inftituti 
cum hac propofitione fundamentali debent confentire. 


Sit trianguium, cujus latera fint A, B, C; 

& anguli ipfis refpeftive oppofiti a, b, t. 

Anguli b & t , & latus A dentur magnitudine; erit 


B 


fin.ft 


fin. b 


fin.a fin.i8o°*(b + 0 


A fin - b - 
fin .b+t 


C = 


_ j fin. « x exprefiiones verae funt» 
fin. b+c 


quamdiu b + t < i8o°. 


Sit 
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Sit b + e = i8o°; lineae B & C fiunt parallelae: fublato linearum B, C 
mutuo occurfu, fimul evanefcit omnis idea tam anguli a, quam trianguli & la- 
terum illius ; & fimul omnia ruunt fundamenta propofitionum , quae nonriifi de 
triangulis aftu exiftentibus poliunt praedicari. Algebrilta autem nimio univer- 
falitatis ftudio formulas praecedentes etiam nunc confervare, & ad eum quoque 
cafum fleftere aggreditur, in quem quadrare non poflunt. Cum fcilicet pofito 
b + t = i8o°. & proinde fin. A + r = o; formulae praecedentes fiant 


B 


C = A 


fin .b 

o , pronuntiat: verticem trianguli etiamnum fifti ab latere A infi- 
fm.r 



(meo quidem judicio) aliter tolerari non poteft , nifi quatenus impoflibilitatem 
aderat trianguli, cujus duorum angulorum fumma fit duobus reftis aequalis. 
Hzec autem impoflibilitas a valore fummae angulorum b, e unice pendet, quae- 
cunque fit reftae A ipfis adjacentis magnitudo, & quicunque lint anguli b, t 
feorfim fumti. Attamen fi formulae, quibus trianguli latera determinantur, 
huic etiam cafui applicari pollent, quo deell punftum occurfus; impoflibilitas 
determinationis laterum trianguli etiamnum fifti diverfa appareret, pro diverla 
magnitudine tam lineae A, quam angulorum b &c e, juxta formulas B = A^^, 

C= A^ n '--‘ Unde fequeretur, lineas ab uno eodemque punfto iuxta datam di- 

O 

reftionem duftas efie inter fe magnitudine utlibet diverfas, eo momento, quo 

infinite elfe dicuntur. 


Idem luculentius etiam patet, quando formulae, quae verae funt de fuper- 
ficiebus triangulorum, fpatiis applicantur, quae jam non funt triangula. 

a d 

Superficies trianguli, cujus latera & anguli funt ut prius ”, eft 

•A* x f '!?‘ h ^ D, - f 1 quae formula cafu, quo b + e = i8o°, & proinde fin.A= fin.r, 
fin. 

transformatur in hanc {A- Proinde fi formulas, quae de fpatiis finitis 

O 

verae funt, fyatiis etiam illimitatis applicare liceret; fpatia illimitata inter duas 

reftas 
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reftas parallelas extenfa forent in ratione duplicata diftantiarum harum paralie» 

' larum, cum fpatia haec inter fe efle in ratione fimplici harum diftantiarum tra- 
dantur. 

§. 93. Ut haftenus difta , quantum fieri poteft, diftin&e curvarum doftri- 
nae polfint applicari ; a curva in elementis confiderata , circulo nempe , ordiar. 
Fig.ao. Sit circulus, cujus centrum C, radius CA=^r. Ex punfto M ducatur tan- 
gens MT, quae radio CA produfto in T occurrat; feu fit MT ipfi CM perpendi- 
cularis , atque ex eodem punfto M demittatur MP perpendicularis radio CA. Sit 
CP= x; erit CT = — . ExprefTio haec (ex fimilitudine triangulorum CMP, 

X 

CTM dedufta) valorem reftae CT determinat, quamdiu ipfa CT exiftit. Ut 
autem proportio CP : CM => CM : CT, feu x : r = r: CT, inftitui polfit, ne- 
ceffe eft, ut CP ad CM feu x ad r aliquam habeat rationem; feu necefle eft, 
(triangulo CMP exiftente) linea CP non fit zero. Pofita igitur CP— o = oxr, 
fymbolum CT = — = — monet non amplius locum dari fubtangenti. Hoc 
etiam ex antediftis fluit (§. 92.), cum hoc cafu anguli ACM, CMT ambo fint 
refti; ac proinde lineae CA, MT invicem parallelae. 

Idem valet de ellipfi, cujus Aquatio eft y = t-Y'(ea~xx'). Itaque fub- 

& 

tangens PT = — — x ; unde cot.PMT = ^ Fafto x = o = a x 0, 

x a Yaa-xx 

fit PT =» JL , cotPMT z= —x, o; unde angulus PMT = 90°, Sc PT deter- 
o a 

minari nequit. 

Ut haec clarius etiam, fi fieri poffit, ob oculos ponantur, regrediamur ad 
definitionem fubtangentis, & admodum, quo determinavimus, eam efle limi- 
tem (fi quis fit) fubfecantis. Pofuimus (§.39.) tangentem curvae diametro, ad 
quam refertur, occurrere. Intervallum quoddam datum limes eft datus (juxta 
definitionem §. 1.), ad quem fubfecans perpetuo accedit, fed quem nunquam 
attingit. Sublato tangentis & diametri occurfu mutuo, fundamenta omnia, 
quibus rationis, quam fubfecans habet ad lineam diametro ordinatim applica- 
Fig.ix. tam, limitem determinavimus , per fe labuntur. Linea M Q, diametro Sc pro- 
inde tangenti parallela , tangenti non amplius occurrit. Sublato itaque trian- 
gulo 
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gulo iWQQ', cujus contemplatione nituntur ratiocinia §. 39.; ipfa etiam. haec 
ratiocinia & confequentiae ex illis deduftae corruunt. Nominatim cadit confe- 
quentia: rectas PT, MT, non amplius determinatas, limites efle redarum PS, 
IIS 


Sit AP => x; PM = y; Pp = Ax; 


, Ax d u 

”' , - s± T-C 


Ax 3 ddy , Ax 3 d 3 y , 

+ na p - — + 


1.2,3 dx 3 


& 


. , Ax dt/ . Ax 3 

= ± V + 

I dx 1.2 


ddt/ , Ax 3 d 3 y , 
dx 3 ~ 1.2.3 dx 3 



Itaque i 3 5(=y.^) = y X dy . Ax ddy , Ax 3 d 3 r/ , 

^ - T ' [** i*T I j— y + • • • • 

cU 1.2 dx 2 1.2.3 d* 3 

Ut aliquis fit Umes redae PS, oportet, fit linies aliquis exprellionis ipfius; 
proindeque exponens differentialis ^ non fit zero. Quodfi autem = o: 
fymbolo PS = y x l monemur, fubfccantem PS ultra omnem limitem datum 
crefcere poffe; de fubtangente igitur non e (Te loquendum. 

Cafus proinde, quo tangens MT & diameter PA invicem funt parallelae, 
tanquam lingularis & unicus e fi confiderandus. Scilicet ex puncto M ducatur 
refta quaecunque JUS, quae cum tangente MT angulum faciat TMS utcunque 
exiguum. Recta haec MS occurrit diametro AP, cum fumma angulorum SMP, 
SPM (minor fumma angulorum TMP, MPA) minor fit duobus redis; eadem- 
que MS curvae etiam in altero pundo M' occurrit (cum jam refta MT curvam 
in punfto Ai contingere fupponatur). Imminuto angulo TMS, lineae JUS, PS 
crefcunt quidem; veruntamen magnitudo illarum definitur per hunc angu- 
lum. Neque dici poteft (juxta definitionem §. 1.) praediflas lineas limitum 
efle capaces, easdemque a lineis magnitudine indeterminatis (feu neque datis 
neque dabilibus) minus differre poffe, quam ulla quantitate propofita. 

§. 94. Quoniam frequentiflime a mathematicis ufurpatur formula: para- 
bolam efle ellipfin infinitam, feu, cujus axis eft infinitus; e re erit genuinam 
locutionis hujus fignificationem declarare: quod pluribus praeltabo modis, ut, 
quae de hoc exemplo monuero , facilius poflint ad alia fimilia applicari. 

S Cum 
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Cum nempe modos inter genefeos feftionum conicarum tres fint praecipui, 
ad quos reliqui facile poliunt reduci; unumquemque illorum feorfim expendam. 
i°. Seftio conica referatur ad focum & ad direftricem. 

Fig.ai. Sit AB refta pofitione data, & fit F punftum pofitione datum; & defcri- 
benda fit ellipfis, cujus focus F & direftrix AB, data ratione diftantiarum fin- 
gulorum ellipfis punftorum a foco F 6c a direftrice AB. 

Ex punfto F demittatur in AB perpendicularis FD, quae fecetur in S in 
ratione data; erit 5 vertex axis transverfi feftionis, foco F vicinior. 

Quoniam feftio conica propofita debet ede elliptica : ut vertex alter feftio- 
nis feu ejusdem axis determinetur, producenda eft refta DF in S', ita ut 
DS' : FS' *= DS : SF ; & quoniam DS' debet efle major quam FS' , oportet, fit 
DS > SF. Seu ut feftio propofita fit elliptica, ratio data diftantiarum punfti 
cujusvis feftionis a direftrice & a foco debet efle ratio majoris ad minorem. 

Quo pofito erit SS 1 axis transverfus ellipfis; bifefta autem SS' in C, erit CS 
dimidius axis transverfus, & CFexce ntricitas. 

Sit FD = d j fitque ratio data SF: SD — a: b: 

erit SF = d x SD = ~ 

a+b o+b 

S'F=dx — : S'D=dx — 

a-b a-b 


SS 1 = d 
CS = d 
CF = d 


X 

X 

X 


2 aa 

a-b.a+b 

aa 

a-b.a+b 

ab 

a - b. a+b 


quadratum dimidii axis fecundi SF x SF= dd x 


a-b . a+b 


Quando ratio data a : b eft ratio aequalitatis: punfta S' , C, F' non amplius 
poliunt determinari; feu punftorum horum politiones funt impoilibiles, & refta- 
rum SS', SC, SF 1 magnitudines pariter fiunt impoflibiles: fcilicet curva deferi- 
benda non amplius in fe recurrit, ac proinde praecipuum cnrvarum ellipticarum, 
carafterem amittit. Curva itaque hoc cafu definit efle elliptica; fed eft curva 

fui 


% 
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fui generis , parabola nempe , quae neque centrum , neque alterum focum , ne- 
que alterum verticem habet. Qui dicit, parabolam ede ellipfin, cujus centrum 
a foco infinite didat; dicit, parabolam ede ellipfin, cujus centrum afiignari 
nequit, feu cujus centrum nullibi exidit, feu quae centrum non habet. Para- 
bola igitur edet ellipfis non elliptica; quod fenfu caret. Parabola igitur curva 
ed non elliptica, & fui generis. 

Impodibilitatem pofitionis punftorum S 1 , C, F*, & magnitudinis reftarum 
FS' , FC, FF 1 , indicant formulae praecedentes; quae, pofito a = b, impodibilita- 
tis figno l afficiuntur. 

Quemadmodum autem ratio aequalitatis limes ed rationis decrefcentis ma- 
joris ad minorem, ita etiam ratio aequalitatis limes ed rationis didantiarum cu- 
jusvis punfti ellipfis a direftrice & a foco huic proximo. Unde parabola limes 
ed ellipfium eandem direftricem eundemque focum pofitione datos habentium, 
eodem prorfus modo, quo circulus limes ed figurarum ipfi infcriptarum aut cir- 
cumfcriptarum. 

2 °. Seftionum conicarum originem in ipfo cono contemplabor. 

Sit ACA‘ feftio coni redi (v. gr.), plano per axem transeunte fafta. Sit 
SMS' coni hujus feftio plano priori perpendiculari fafta, quodque lateribus CA, 
CA' in punftis 5 & 5' occurrat. Erit igitur feftio communis utriusque plani 

55' axis transverfus ellipfis, & expredio axis hujus ed 
cs x 5 ^ = cs x .. . ll , n C — = 55 1 . 


fin. S 


iin .(SSA-C) 


Quamdiu angulus S'SA major ed angulo C: planum SMS? lateri CA' occur- 
rit; proinde tam punfti 5' pofitio, quam reftae 55' magnitudo determinatur, & 
fedio ed elliptica; utcunque parum angulus ASS' (major angulo C) ab hoc an- 
gulo differat. Atque uti angulus C limes ed anguli decrefcentis ASS' (quate- 
nus angulus hic major ponitur angulo C); ita etiam parabola, quae feftio ed 
coni, quando angulus ASS' definit ede major angulo C, feu fit ipfi aequalis, li- 
mes ed feftionis , quae refpondet inaequalitati angulorum ASS’ & C: ac cellatio 
feftionis mutuae reftarum 55', CA\ proindeque impodibilitas magnitudinis reftae 

55 denotatur introduftione figni £ in exprediouem lineae 55', quae fit 
fin.C 

S z Sit 


55' = C5 X = CS x 


Fig. J2. 
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Sit MP refta ipfi 55' perpendicularis, feu axi fifi' ordinatim applicata; & 
per MP agatur planum bafi parallelum, quod lateribus coni CA, CA' iu pun- 
ftis B, B\ occurrat. Erit MP- = BP x PB\ Atqui 
BP : SP = fm.fi : fm.fi 

PB' : SP = fin.fi' : fm.fi' 

Iiinc BPxPB' : SPxPS' = fin.fix fin.fi' : fin.fixfm.fi'. 

Proportio haec locum habet, quamdiu punftum fi' aflignatur. Deficiente 
autem punfto fi', & proinde deficiente fimul triangulo PBS', proportio 
PB' : S‘P = fin.fi' : fm.s' (quae trianguli PS'B' exiftentia nititur) inftitui non 
pote fi. Sed cafus hic fingularis peculiari etiam modo erui debet. Tum fcilicet 
refta PB' datur magnitudine; & ex priori proportione BP:SP — fm. S: fm.fi 

confequitur BPy.PB' : SPx PB' = fin.fi : fin.fi = fin.C : fm.fi a 

feu MP- : SPx PB' = fin.C : fm.fi ’ quK eft P ro * 

portio ad parabolam. 

Altera proportio PB' :S'P = fin.fi': fin.B' efficit S'P — B'P^' n ^L\ & impof- 

1 in«u 

fibilitas reftae S'P denotatur introduftione figni g, quando fi' = o. 

3 0 . Confideremus denique fcctionum ellipticarum & parabolicarum aequa- 
tiones a parametro ipfarum pendentes. 

Sit SS' axis ellipfeos, cujus parameter fit SA- Sit MP refta axi ordinatim 
applicata. Ducatur S'A, cui MP occurrat in N. 

Per naturam ellipfis eft MP a : SPxPS’~ AS:SS~ NP: PS‘= SPx PN : SPxPS'; 
proinde MP 3 = SPxPN. Ducatur per A refta axi SS‘ parallela, cui MP oc- 
currat in Q; erit MP- = SF(SA-NQ). 

Quamdiu igitur curva propofita eft elliptica, feu quamdiu punftum fi' da- 
tur pofitione ; quadratum ordinatae MF minus eft reftangulo fub parametro SA 
& abfcifia SP. Atqui punfto P manente eodem ; quo major eft refta fifi', eo mi- 

nor fit refta A T Q(=Sftx — , j : & quemadmodum nullus eft limes magnitudi- 
fifi y 

nis reftae SS 1 , ita etiam nullus eft limes parvitatis reftae NQ_; feu parameter 
SA limes eft reftae PN( = SA—NQ') , & reftangulum SA x SP limes eft magni- 
tudinis reftanguli SP x PN. Ordinatae igitur parabolae limites funt ordinata- 
rum ellipfium per eadem axis puafta duftarum; denique ipfa parabola limes eft 

elli- 
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ellipfium eadem parametro defcriptarum , ad quem curvae hae eo propius acce- 
dunt, quo major fit earum axis transverfus. 

Hinc intelligitur, quomodo aequatio elliptica yy = x(p — JL X ), paraboli- 

a 

cam yy = px contineat: quatenus fcilicet refta AS' ipfi SP non amplius occur- 
rente; feu facta ipfi SS' parallela, refta PN fit ipfi SA aequalis, & proinde iVQ 

feu A~x fit zero. 
a 

Quaecunque de relatione, quae curvas inter parabolicas & ellipticas locum 
habet, difta funt, applicari pariter debent ad relationem curvas inter paraboli- 
cas & hyperbolicas intercedentem: & quemadmodum v. gr. ordinatae parabolae 
limites funt ordinatarum crefcentium ellipfium eundem verticem eandemque pa- 
rametrum habentium; ita etiam ordinatae parabolae limites funt ordinatarum de- 
crefcentium hyperbolarum eundem verticem eandemque parametrum haben- 
tium. Scilicet in aequatione hyperbolae, yy = x (p-f Ax), parameter data p li- 

(l 

mes efl parvitatis quantitatis mutabilis p + Ax, & reftangulum px limes eft 

a 

parvitatis reftanguli decrefceutis x(p + JL x); denique reftae in parabola axi or- 
dinarim applicatae limites funt ordinatarum decrefcentium hyperbolarum , iisdem 
axeos punftis refpondentium. 

Porro quae de feftionibus conicis difta fuerunt , facile (mutatis mutandis) 
ad alias curvas ellipticas, parabolicas, & hyperbolicas fuperiorum generum appli- 
centur; quare diutius his immorari fupervacaneum efie cenfeo. 

§. 95. Alia exempla, fententiam de vera fymboli ' 0 fignificatione haftenus 
expofitam illudrantia , brevius perfiringam. 

i°. Sit aequatio hyperbolae conicae ad afymptoton relatae xy = ab; & quae- 
ratur punftum , ubi afymptoto curva occurrit, feu ubi lity = o= {xo. Quo- 
niam eft x = — ; fafto y=o = Jxo, erit x = — ; proinde occurfus mutuus 

y 0 

curvae hyperbolicae & afyinptori eft impoffibilis. 

/Equatione x — monemur : fuperficie reftanguli alicujus magnitudine 

data, non polle unum ex lateribus ejus ita magnum fieri, ut alterum evanefeat. 

S 3 2 0 . Sit 
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2°. Sit aequatio hyperbolae conicae ad axem transverfum relatae, 

yy «= — (xx— oo); & quaeratur tangens, quae axi occurrat in centro C. 
an 


Quoniam efl y = -V^xx-aa); fit^. =—x —^ c - — ^ , 

a d x a r(xx-an) dy b x 

& y— = = x — — , unde di flantia centri a punfto, ubi tangens axi oc« 

dy x x 


aa 


currit, efl — : quare diflantia hac magnitudine data d, fit — = d; & x = — 
x x d 

Pofita autem d = o = n x o, fit jt = — , & proinde impofiibilis. Nulla igitur eft 

o 

tangens hyperbolae, quae axi in centro occurrat; fed punftum, ubi tangens axi 
occurrit, eo propius ad centrum accedit, quo punftum, ex quo tangens duci- 
tur, a centro longius removetur. 

3°. Sit parabola conica, cujus aequatio e(l y = Yapx; & quaeratur punftum 
parabolae, ex quo dufta tangens fiat axi parallela. 


Quoniam y=y r 2px\ fit = £. Jam vero (§. 41.) ^ efl tan- 

gens trigonometrica (quae dicatur /) anguli , fub quo tangens parabolae axi oc- 
currit. Efl ideo = *; & y = Fiat autem tangens axi parallela, & pro- 


inde nullum faciat angulum cum axe : erit etiam t = o , & y = — ; quod im- 

o 

poffibilitatem arguit ducendi redam axi parabolae parallelam, quae hanc curvam 
tangat 


§. q6 . Ne quis autem haftenus difta male interpretetur, quafi figna 5 , 

(i) n ab algebriflis introducla ex matliefi profcribere velim. Quemadmodum 

an 

alia impofiibilitatis figna Y' — 1, Y — 1 , a mathematicis ufurpata, plurimas in- 
vefligationes mirifice juvant, quae absque illorum fubfidio (pro intelleflus hu- 
mani debilitate) aut impofiibiles fuiflent aut longe difficiliores; ita etiam liaec 
impofiibilitatis figna, i, (5 ) n , adminicula efle pofiimt & inflrumenta, quibus 
intelleftus humanus juvatur , ut ad invefligationes reales poffit eniti. Dicam 
ideo cum omnibus algebriflis: generalem fe&ionum conicarum (v. gr.) aequatio- 
nem 
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nem effeyy = x(p ± £*) ; quae cafu, quo a = £ = o>, fit pro parabola yy= px. 
Spero autem, tirones verum illationis hujus fenfum & nexum ejus cum theoria 
limitum ex praecedentibus habituros effe perfpeftum ; nec ob introduftionera 
forte neceffariam fymbolorum §, (£)", feu «5, 00 ° procliviores fore ad magni- 
tudines reales fignis liis fubftcrnendas , quam proni fuerint ad admittendam 
quantitatum (quas vocant) imaginariarum exiftentiam, quarum fymbola in cal- 
culos quafi neceffario irrepunt, aut majoris faltem facilitatis caufa adhibentur. 

Superfluum autem cenfeo, oftendendis introduftionis fignorum horum com- 
modis immorari, quae frequens recentiorum mathematicorum ufus abunde com- 
probat. 

§. 97. Sententiam pluribus hic expofitam, quod fcilicet fymbolum i fi. 
gnum fit impolTibilitatis , breviter jam attigeram in differta tione: Expofition ele- 
mintaire &c. inprimis Cap. XL pag. 158. 159. 165. Eandem profitetur ill. K;est- 
Ner in differtatione infcripta De translati/ in diSHcne geometrarum, his verbis: 
„ Ex vulgato tang.n = eruitur tangens anguli refti infinita — — — 
„ Revera autem angulus reftus nec cofinum habet, nec tangentem. Cofinum 
„ non habere utique dico, cum dico, ejus cofinum effe = o; non enim habet, 
„ qui nihil habet. Hinc facile intelligitur, tangentem etiam habere non poffe. 
„ Tangentem anguli refti infinitam effe nihil aliud dicit, quam anguli ad re- 
„ ftum crefcentis tangentem crefcere ultra omnes limites, ita ut cofinus infra 
„ omnes limites decrefcit. Eo momento, quo angulus fit reftus, ceffant notio 
„ tangentis & cofinus ; hoc difcrimine , quod in eum ftatum , ut cofinus notio 
,, ceffet, res dedufta fit perpetuis decrementis cofinus; in eum vero, ut ceffet 
„ notio tangentis, perpetuis incrementis tangentis.,, Ac nuperrime Celeb. 
Abbas Caluso in nor i/ Commentarii/ Academice Turinenfi/ T. II. idem tradit judi- 
cium his aliisque verbis : „ Que l’on demande t tang. de z. Dans ce problcme 
» ce n’eft point la pofition de t, c’eft la grandeur de t, que l’on veut. Cette 
n grandeur eft la diftance du point d’attoucliement 1’interfeftion de la tan- 
» gente & de la fecante , qui fait 1’angle z avec le raion perpendiculaire d la 

„ taa- 
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„ tangente. Ainfi, le point d’attouchement demeurant, d me fure que j’en eloi- 
„ gne celui de 1 ’interfeftion, je fais croitre t & z. Mais je ne|puis jamais eloi- 
„ gner 1’interfcftion pour avoir z — 90°, parceque 1’interfeftion de deux paral- 
„ leles eft impodible. Or on ne peut concevoir de diftance d’une interfefrion, 
„ que l’on confoit impoffible. II faut donc concevoir t impodible , lorsque 
„ z = qo°. 

„ 11 faut dillinguer trois cas d’impodibilitd. 

„1°. Celui que nous venons de remarquer dans t, impodible parce qu’on 
„ ne peut aflts eloigner les extremes , qui doivent terminer la grandeur. 

„ a°. Celui od elle eft impodible, parce qu’on ne peut ades les aprocher, 

„ dont il fuffira de donner pour exemple la cotangente de qo°. 

„ 3 0 . Celui oil un des extrdmes devroit 0 tre en mfme tems des deux co* 

„ tds oppotes de 1’autre; c’eft le cas des imaginaires, dont rimpolfibilite a tou- 
„ jours etd reconnutf. „ 

§. 98. AdmifTo, fymbolum J fignum ede impoffi bilis; mirum non eft» 
mathematicorum conatus rem figno huic refpondentem exprimendi ede inanes. 
Methodos inter, quibus figni hujus indolem definire annixi funt, fequens notari 

meretur reciuftio. Pofito 0 = 1 — 1, & l ^ _L_ , in feriem convertatur ex- 

1-1 

preflio ; erit -i- = i + i 4 -t + i + t + • • • • Quae feries cum fine limite 
i- 1 1-1 

podit continuari, inferunt: fignum i fymbolum ede quantitatis realis, feriei 
nempe infinitae terminis invicem aequalibus conflantis. Circa hanc reduftionem 
haec mihi obfervanda videntur. 

i°. Quoniam o eft differentia (fic difta) duarum quantitatum invicem 
aequalium; eodem omnino jure fiet o = n — », & J = _L =1 + I +1 +1+ 

fl-fl W fl f» fl 

Jam vero ponatur n = J : erit quoque J = o + o + o + o+ ; quae feries 

(fl nihilorum congeriem ita 'nuncupare licet) quantitatem infinitam dictam ( 
nunquam efficere poteft. 

2 0 . Sem- 
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2 °- Sem P ereft - t -=- + - + - r + _+...+_+ — + ^. Proinde 


a-b 


• • I * * 

feries cx evolutione fraftionis — - orta ad valorem hujus fractionis eo tantum 

a-b < 

• . b n 


cafu propius continue accedit, quo 6 <a; ita ut fupplementum _fL eo minus 

a-b 

fiat, quo major eft terminorum evolutorum numerus. Contra, quando 6 >a, 

b " ‘ £ 


fupplementum eo majus fit, quo major eft terminorum evolutorum nu- 
a-b ■ 


merus; proindeque feries evoluta a fraftione eo magis diferepat, quo major 

a-b 


eft terminorum evolutorum numerus. Cafu autem, quo a = b, fupplementum 

b " - :. 

a " idem femper manet; & proinde feries evoluta neque accedit ad valorem 


fraftionis primariae 1 , neque ab illo recedit. Quin cum Jioc cafu, quo a = b, 
a-b 


/■ 


o° 


fupplementum feriei, quousque libeat continuatae, fit ipfi fraftioni — 

a-b fl 

in feriem explicandae aequalis; perpetuo hoc ipfiusmct recurfu docemur, con- 


verfionem fraftionis — in feriem ineptam cfle ad determinandam rem, quae 

a-a 


ipfi refpondeat. 

Quoniam ideo -J- = 1 +• 1 +- 1 + . » . +- 1 > cur non liceret concludere fum- 
mam t+-i+-i+- . . . = 0? Sed revera nihil aliud ex liac aequatione concludi 
poteft, nili quod 1 = 0+0 + 0+ . . . +-o +• 1 , feu' 1 * 1. 

Stholitm. Fraftionis _L In feriem cqpverfio cafu, quo b > a (& proinde 


_L- = — ) mathematicos quosdam eo deduxit, ut quantitates (quas vo- 
a-b hmat 




eant) negativas efic plusquam infinitas (a) pronuntiarent. Cum fraftionis — ^ 


* ->'+ 


in 


(«) Ipfe Walltsios. fqni (ad roallvfeo» progrefiu* tantopere contulit, nonnifi timide 
hitnc vocem primus (qnod friam) rmiiit. De rationibus plus quam infiniti» locutu» 
addit: fi id fine folteitmo dici pojfit. (Vid. Arithmetica infinitarum. Prop. CI. 
Scholium.) V . 

T faa J&i 
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fericm converfio cafu, quo b > o, nihil doceat, quod ad valorem iftius fra- 


/>" 


ftionis, ni fi ratio habeatur fupplementi a«_ eo majoris, quo major eft termino- 

V, • a-b 

rum evolutorum numerus; patet, infolens illud effatum omni hoc refpeftu fun- 
damento carere. 

Cafu, quo b>a, fraftio^ eft - quae in feriem convergentem evoluta 

r\ , <* , a ® , ** , a \ + ... .''i ; & abfurdum foret dicere, feriem hanc 
fit + + h* + * s ' 

x b b 3 b ^ , 

eandem effe cum altera - +-- +— + + ^ + • • • • 


Si ad exemplum familiare, quo hoc caput exorfi fumus (§. 89.), redea- 
mus- luculenter apparebit, quantum haec fententia a fenfu communi abhorreat. 
Expreflio D x ^ cafu, quo v>V, fit -Dx~; quae indicat, punrtnm 
occurfus duorum viatorum jacere ad partes oppofitas iis, verfus quas viatores 
progrediuntur. Neque ullo modo concipi poteft , fpatium ab illis percurrendum 
majus effe fpatio (ficto) quod velocitatum aequalitati re- 


fpondeat. 

Nec magis folidum eft, quod nonnulli mathematici dicunt: hyperbolas effe 
parabolas plus quam infinitas. Parabola curva eft fui generis, ad quam, tan- 
quam limitem, propius propiusque accedere poffunt reliquae feftiones conicae. 
Et quemadmodum polygona circulo inferipta auteircumfcripta femper a circulo 
differunt; ita etiam ellipfes & hyperbol» a parabola femper diferepant. 

Huc etiam pertinent, quae (§. 71.) de lignorum operationum ad quanti- 
tates ipfas translatione obfervavi. # 

§. qq. Admiffo, fymbolum J, fignum effe impoflibilitatis ; facile intellige- 
mus, quid fibi velint figna — , «o», a mathematicis-ufurpata, quibus varios in- 
finitorum ordines diftinguere autumarunt. Quemadmodum omnes quantitates 
imaginari», utut exponentibus diverfis affeci», ad lignum unicum impoflibili- 
tat j s 1 reducuntur; ita etiam omnia fymbola oo", unicam indicare im- 

poffi- 
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pofiibilitatis ideam aflerere non dubito. Id quod uno aut altero exemplo li- 
quebit. 


i • 

Sit aequatio ellipfium y" 1 = y = - (a™ - * m )" 


Fig. xt 


unde fubtang.(=yjjp = — x ** PT. 


Quo minor eft x, eo major eft fraftio > ea( ^ ern< l ue tant0 rapidius cre- 
fcit, quo major eft exponens m. Ipfo autem momento, quo fit x = o, fymbo- 


)nm am non majorem indicat occurfus mutui tangentis & axis impollibilita- 

O™" 1 k 


qIH“I , , 

tera, quam Tignum fimplex impoffibilitatis quod obtinet, quando m = 2, uti 
in ellipfi conica. In ellipfibus variorum ordinum fubtangentes inaequaliter ten- 
dunt verfus impoflibilitatem, quamdiu aftu exiftunt; fed unico modo eam at- 
tingunt, aut in ea perfiftunt. Refla ex punflo pofitione dato dufta fecundum 
innumeras leges ad eum tendere poteft fitum, quo fiat refla? pofitione datae 
parallela; fed litus hic eft unicus, quicunque fit modus, quo ad illum perve- 
nerit. 

Sit aequatio hyperbolarum ad axem transverfum relatarum y m = — C*"’- 0 '”)» 

O m 


fubtang. (=y^) = x — 


Punfli igitur, ubi tangens axi occurrit, a cen- 


tro hyperbolarum diftantia eft & fi requiratur, ut diftantia luee eva- 


nefcaf erit = o, feu a-*-i = a— x x^a^t. Quo fymbolo mone- 

vITh I O O 


a-m-i o Y . . . 

mur.^impofiibile efie, ut tangentes hyperbolarum cujuscunque ordinis axi m 
centro occurrant; neque impoflibilitas haec major minorve efie dici poteft pro 
vario ordine hyperbolarum. 


Quaecunque dixi de fymboli *n feriem converfione, a fortiori de- 


bent ad feries ex fymboli ---L^ r (=-^ r ) in feries converfione ortas applicari, 

qua varios infinitorum ordines declarare fuit tentatum. 

Omitto alia argumenta ex contemplatione ferierum & fpatiorum curvilineo- 
rum dedufta : qua; plerumque contradiftoria nituntur fuppofitione, dari aliquam 
quantitatem infinitam; & de quibus, occafione data, ftrittim dicere fufficicf. 

T 2 Capvt 


• J 


m 


1 
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Caput Decimum. 

De quadratura curvarum. 

. §. 100. 

(^urva quaevis referatur ad aliquem axem per reftas huic axi ordinatim ap- 
plicatas, & eidem v. gr. perpendiculares, (a) Superficies curvae denotet aream 
trianguli mixtilinei, quod arcu curvae & abfeifia atque ordinatim applicata axis 
terminatur; vel arcam quadrilateri mixtilinei, arcu curvae, abfeifia axis, & 
duabus ejusdem ordinatis comprehenfi. Sit rcftangulum, cujus unum latus 
detur magnitudine, & cujus latus alterum crcfcat uti abfeifia axis. • Dico: 
rationem difTerentialcm fuperficierum curvae & reftanguli aequalem efie rntioni 
reftae axi ordinatim applicatae, quae e fi balis fuperficiei curvae, ad reftam ma- 
gnitudine datam. 

Flg.24. Efto SMM' curva aliqua, ad axem SPP' relata per reftas MP,''MP 
huic ordinatim & pcrpendiculariter applicatas. Ad punftum 5 confiituatur refta 
indefinita axi perpendicularis. Fiant reftangula SARP. SARP', quorum latus 
commune SA aequale fit rectae magnitudine datae, & altera latera fint abfeiflae 
axis SP, SP‘. Dico, rationem diflerentialem fuperficiei curvae & reftanguli 
.• s aequalem efie rationi M P : SA. 

Etenim dum abfeifia SP crefcit quantitate PP' , mutationes fimultaneae 
' fuperficierum curvae & reftanguli funt fpatia MPPM' & RPP‘r \ Compleau- 
, tur reftangula PP M m', PPmM, quorum prius eft curvae circumfcriptum, po- 
fterius inferiptum (ad normam §. 1. Ex. 3.). 

• Ratio mutationum fimultanearum fuperficiei curvae SMP & reftanguli SR 

minor eft ratione reftangulorum PM\ PR\ feu ratione PM' : SA; major autem 
ratione reftangulorum Pm, I R , feu ratione PM : SA- Quoniam autem ratio 
aequalitatis limes eft rationis reftarum M‘p\ MP, feu reftanguiorum PM', Pm; 
ratio reftangulorum PM, PR' minor fieri poteft quacunque ratione propofita, 

quae 

, _ (<*) Si coordinatarum angulus non fit reflus ; quzcunqne de rcftangnlis dicentur, trant- 

ferenda fijnt ad parallelogrammt aequi - anguia , quorum anguli lunt angulo coordioa- 
tarum aequale*. 
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quae major (Tt ratione PM : SA; & a fortiori ratio fpatii £MM‘p' ad reftangu- 

lum Pii’ minor fieri potcft quacunque ratione propolita, quae major eft ratione 

PM : SA- Proinde ratio PM : SA limes eft rationis mutationumfimuitanearum 

fpatiorum SMP & SAliP , feu efi ratio difTerentialis hocum fpatiorum.* • - 

Sit ideo SP = x, MP = y, SA = a, & fuperficies curvae dicatur S; erit 

lim.-i^- =* 'l, feu lim.— =y, & — = y. * ^ 

«Ax a dx J d.v . 3 «i ■ 

Data igitur (ex aequatione curvae) relatione x & y, determinatio propofita 

fuperficiei curvae ad calculum integralem reducta efi. 

Exemplum. Sit a ™- iy = x*; erit _ = y =, •*” & 

dx n^-i 

S= C + ** .*-£!. = C+_Lxy. 

n m— 1 m-f-i J 

1. Cafut. Sit »i numerus pofitivus, & initium curvae Iit in vertice axis. ,* 

Curva propofita efi parabolica. Et quoniam fuperficies (per hyp.) evanefcit ~ 

faito xs=o, eft C =o; unde S= — i-xy. Area igitur femi-fcgmenti para- » ' 

w t 1 # r 

bolici, cujus aequatio eft y = — eft ad reftangulum circumfcriptum, uti r 

m -p i. 

2 . Cafut. Sit m numerus negativus, feu fit yx« = «n+i, quae eft aequatio f ' 

hyperbolarum ad afymptotos relatarum. Quoniam — = i/ = * 

dx J ’ 

S = C '~ 3n, +‘ x-"*+i = C— - xy. Ut cafus hujus examen fiat facilius, * 

fit AB = b ordinata, cui refpondet abfeifla SB - a, a cujus extremo B fuma- 
tur initium abfeiflarum; erit ideo y(n + x) m = 6n">, - a m b 

j™ Fitw 

vero fuperficies propofita ABPM evanefcit, facto BP - x = o, & y = AB = b; 

proinde C=+ —I_i b, & 5= ~L fab-y(a-Ux) ). 

m- j m-i 1 


i°. Sit m > i , y(n+x) 


Vn+x/ 


(o-fx)' T >-i 

« + * feu -S/ 5 major fieri potcft quacuhque quantitate propofita; contra 

S ; t 3 


Quoniam autem 

a 

*fx 

& 
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minor fieri poteft quacunque quantitate propofita: proinde ab li- 
mes eft quantitatis crefcentis a&-y(a + jc); adeoque fpatium — ABSD limes 


»i- 1 


eft: fpatii afymptotici crefcentis ABPM, quodjequare, nedum luperare nequit, 
utcunque magna fumatur abfcifth BP- 

In eodem cafu fiat x negativa; unde y(a - x) m = & y = 

Erit S — — 

m - 1 v y 

e 

= i_a*"6 ((a-jrVM-i — a m+i') 

m-x ' * ... <* 

= _IW_i l_\ 

m - 1 a m -i' 


= — Q/(*-x) — ab). 

m- 1 N 

Quoniam autem nullus eft limes parvitatis quantitatis a-*, inde ab • ad zero 

usque dccrefcentis : contra nullus eft limes magnitudinis quantitatum crefcen- 

tium - 1 — ; & proinde nullus eft limes magnitudinis fpatii afympto- 

n- x (a-x) 1 "-» 

tici ad alteras partes ordinatae AB • 


Hoc cafu pofito x - a, fit S = L ab - -i- ; quod fymbolum indicat, tam 

m - 1 o"-» 

contradi ciionem fuppofitionis, fieri polle x= a, feu hyperbolam afymptoto occur- 
rere , quam impoflibilitatem fpatii afymptotici limitem determinandi. 

2 °' Sit « < t : erityC»+x) = ^yST x = x C~ ) > & 

5 = L .ab ( ( n + - V~ m — = - 1 - - (y (a -f x) — - ab). Quoniam autem nullus 

l-m V' a ' J i-m 

eft limes magnitudinis ipfius a-f x, nullus etiam eft limes magnitudinis quan- 
titatum V J & proinde, crefcente abfcilfa BP, fpatium afympto- 

a N fl y 

ticum crefcit, & majus fieri poteft quocunque fpatio dato. 

Sit autem x negativa. Quoniam y(a — x) 1 » = a m b, erit ut prius 

S = —fab-y(a-x)') = — & quoniam, crefcente x a zero 
l-m I-m' 'a ' s 


inde 
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inde usque ad a, nullus eft limes parvitatis quantitatum ^1*, ; fp a . 

tium afymptoticum ex altera parte ordinatae AB obtinet limitem magnitudinis. 


nempe 


x-m 


ab , feu —-ABXSB- 


I -m 


1-m 

Hoc cafu eft etiam S = m — 1 y Fafto y = o, .fit 


b — \ 

S = -i- «*((-') quod indicat tam contradictionem fuppoiitionis 

fieri poiTe y = o, quam impofiibilitatem fpatii arymptotici limitem determi 
nandi. 

x°. Sit m 


rf S ob 

1. Hoc cafu = y = quae eft aequatio differentiatis 


logarithmica. Proinde S = log.a + x). Et quoniam S evanefcit, fafto 

jr = o; fit Cw — log.o, & 5 = ab I®g. n -'t 5 . Proiudc fpatia hyerbolica ABPM 
crefcunt ut logarithmi rationum SP : SB abfcilfarum. 

Geometricam proprietatis hujus hyperbolae conicae demonftrationem ad cal- 
cem hujus capitis differre fatius mihi efie videtur, ne principalium propofitio* 
num feries nimium abrumpatur. 

Quando m % 1; alterutrum fpatiorum afymptoticorum , ordinata aliqua AB 
feparatorum , limitem habet magnitudinis. Cafu autem , quo m = 1 , utrumque 
horum fpatiorum majus fieri poteft quocunque fpatio dato. 

§. 101. Quoniam curvae parabolicae & hyperbolicae magni funt in theoria 
curvarum momenti; haud |abs, re erit earum quadraturam paulo aliter invefti- 
gare, & ad prima limitum rationum principia reducere. 

i°. Curva quadranda fit parabola SMM\ cujus aequatio a™-iy = Ad 
verticem S ducatur tangens SA; ducatur etiam ad M tangens curvae, quae axi 
SP occurrat in T ■ Ducatur ordinata M'p'; per M & Al' ducantur ipli SA per- 
pendiculares MQ, quae ipfis m'p\ MP (produftis, fi nece (Te fuerit) # 

m Si m occurrant. 




*«■ 


■5 


* 


i 


m 


3 

-'ii V 


1 


Fig. 04. 


i 
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Reft. 


* 
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MQ_xM'm. 

MP (§. 4 o) 
M Q 

»Q 
SP 


m 

m 


(§• »40 

(§• 42 ) 
(§• »5 ) 


* 5 - 


*s> 

Reft. MPPm : refl. AfQQV = « 7 >x J/m 1 
Sed lim. Mm ; Jl}'m = pp 

=• . * et MP : ' juq ,= 717 /» 

Ergo Um.(jT//»xjW/» : MQ_xM'm) = /T 
' ' . = PT 

— 1 

Proinde lim.f.reft. 4 // ) / y »M:lini.r.rec 1 :. 4 fQq'm'=r: 1 

Sed fpatium parabolicum exterius SMM Q limes eft fummae reftangulo- 
rum huic infcriptorum MOQ m’ , & fpatium parabolicum internum SMMP' 
limes eft recta ngu lorum huic pariter infcriptorum MPP'm; proinde (§. 4.) 
SMM'p' : SMMQ' = 1 : m 

feu SMP i SMO = 1 : m 

hinc SPMQ : SMP = «* +1 : 1 

SPMQ : SMQ = m+i : m. 

> 

2°; Curva quadranda fit hyperbola, cujus afymptotae SP, SQ, & cujus 
aequatio eft y(« -(- x) m = n^b. Per M ducatur tangens, quae afymptotis in T & 
T' occurrat. Sint MP, MQ, M P\ A/'<p' reftae afymptotis ordinatim appli- 
catae. Rcftae MP, A/q' fibi mutuo occurrant in e»', & rcftae MQ, M,p' fibi 


mutuo occurrant in m. 





- 

Re&.MPPm 

reft.wQQdf' 

= 

MPxMm 

MCixMn'. 

Sed lim.Af'»' 

Mm 

= 

PT 

MP 

(§• 4°) 

lim .MP 

01 Q 

= 

MP 

MQ 


ergo Ym.MBxMm' 

mQ X Mm' 

= 

PT 

MQ_ 

(§• »4) 

- 


= 

PT 

SP 




= 

1 

m 

(§• 42) 

Ergo lim.(f.r e&.PJIimP 

f.reft.wQQ'Af') 

= 

1 

m 

($• »50 


Sed fpatium hyperbolicum ABP‘M' limes eft fummae reftangulorum PMmP 
& fpatium hyperbolicum AD(£M' limes eft fummae reftangulorum 
mQgtf. Ergo (§. 4.) ABPm' : ADQ^M' = 1 : m 
atque etiam ABPM : ADQM *= 1 : m. 

i°. Sit 
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i°. Sic m<i; erit ABPM> ADQM; & ABPM—ADQM= MRBP—ARQD 
= MQSP—ABSD. 

Quoniam ABPM : ADQM = i : m 

ABPM : MQSP—ABSD = i : i-m 
& ADQM: MQSP—ABSD = « : i— w. 

2°. Sit m > i ; erit ABPM < ADQM, & ADQM— ABPM— ARQD—MRSP 
= ABSD—MQSP 

Quoniam ABPM : ADQM = i : m 

ABPM : ABSD-MQSP = i : ra-i 
& : ABSD—MQSP = w : m— t 

3°. Sit «i=i. Nil aliud inde concludi poteft, nifi quod ABPM= ADQM. 

§. 102. Quadratura parabolarum & hyperbolarum viam demit ad qua- 
draturam plurimarum curvarum, quarum fuperficies ab illarum fuperficiebus 
pendent. 

Sit exempli gratia bby = xx(a- x") 

„ rit AB _ axx-x\ WM * 4 _ * 3 Q*- V) 

ent di ~ y bb * bb Yb 

Sit S = o, quando x = o, & fumatur fuperficies refpondens abfcilTae x=a; 
ent 5 = t% V , 

Sit in genere 

£">+n-iy = *»(«-*)»; erit . “ 'T . 

dS _ *”■(«- x)" 

' frm+n - 1 

ri” - n n n-T - u B -2 . . » 


d* 


Jc m ,i» n-T „ . , « n -2 , , , , n n -3 ... » 

— + — . a a--2jf-- a 1_ Jx 3 +-. -a^-ljc 4 

| 12 13 1 4 


unde 




S=a | - C — - 'i n x m +i-” . a n -ijf m +--f- ” •— 1 — — <i n_J x m +3- * _L_(r"-3jr m +44-...') 

jm+n-iVm+i I m+2 1 2 »1+3 1 3 m+4 

Quae feries abrumpitur , fi fuerit n numerus integer & pofitivus. 

Curva propofita fit circulus, cujus aequatio eft .yy = rr — xx; 


J C 

-f 1 = ii—Vrr-xx. Formula integranda in feriem convertatur; erit 
Ax 

U 




AS 

dx 
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Sit x = r, & proinde S quadrans circali; erit 
S = rr(i— J.f— ■ f*i — T5*f tHo> Tt ■ • • •) 

Si curva propofita eflTet ellipfis, cujus aequatio eft yy = ■—(! .*»***)> for ' 
mula eadem eft faciendo rr = ab. 

Curva propofita fit hyperbola conica ad axem transverfum relata, cujus 
aequatio eft yy = -<»)_. 

ac b , b, ,an t in 4 i ' l jt i*15 a8 

_ = !/ = _ V^(xx-aa) - ~ “ f ' t ^ \-\'\ x s $ 1'\% X 7 ^ 

5 = c +i(|xx.'flfl log .X+^.|.^+|.|.|--i.^ 4 +|---|-5-fi+ > 

Sit S = Q, quando x = a; 

S=* - ((jJM-m)- Jao log +£ • i“ - ' 

Obfervatio i. Hyperbol* conica: ad afymptoton relatae quadraturam ad 
logarithmos reduci fuperius vidimus (§. 100.): ideo etiam quadratura curvae 
hujus ad logarithmos reduci poterit, ad quemcunque axem curva referatur. 

dS* b 

Reipfa ex ratione differentiali ~ = — Y xx-aa 


- t 5 • h - k . - +i*b . I +• • 


copfequitur etiam 5 


, ,, x- Y' XX -m , , b' 

iflilog. + \-xYxx-aa 


-Jailog. 


a 
a ■ 


+-x Yxx-aa. 

x+Vxx-aa a 


Si vero hyperbola ad axem fecundum refertur , ut aequatio fit 
,jy = ^(xx+bb), & 4? = y = JV(jh +W) j pariter eft 


S = {ab log. 


y (x x+bb)-x. 


•+• \ —xY' xx+bb. 


Qbftr. 
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Obfervaiio z. Ad duas formulas " _ = l^aa-xx; — = Vxx + aa, redu- 
cuntur quam plurimae aliae formulae, quae proinde in terminis finitis integrabi- 
Ics cenfentur; cum in promtu fint quadratura (appropinquata) circuli, & ta- 
bulae logarithmicae. ^ 

^ = x m Y'(na-xx) 

Sic exiftente m numero integro formulae aut ad duas 

^ = x*«V(xx± oo) 

. (iAr 


formulas praecedentes reducuntur; aut ad formulas ■ 


& 


quae funt immediate integrabiles. 


Y’ xx ±aa ' 


Sit aequatio curvae logarithmicae ^ 


= e > 


erit 


d*. 


c < dS_ 
dx 

d S 


ergo ^ = — t, & S=C—ty . 

Sit S = o , quando y = b ; erit C = bt, & S = / (&— tj). Quoniam y minor 
fieri poteft: quacunque quantitate propofita, limes fpatii afymptotici curvae loga- 
rithmicae cft bt. Quae formulae immediate pofiunt ex primis limitum principiis 
dcmonftrari. . 

Sit aequatio generalis Jcycloidum y = Y'(irx-xx) + Alarc.fm.v. — . Fafto 

X ~ r X dA' ( X 

r- xarc.fin.v.-, fit arc.fin.v.— = - — 

r r r dx y ( 2 rx-xx) 

proinde g = r(zr r.»»y + »^~ » n J x . xx) 

= v&*-**Y 

hinc S = Jrrarc. fin.v. |(r-jr) J^( 2 rx-jfx) 

+ ^afarc.fin. v. 4- ^ J^(arx-xjf) 

r 

— /?r arc. fin. v. — 

r v*. •> .-t' 


Sit x = jr ; erit 5 = 


J 5 * 

Scilicet area cycloidis eft ad aream circuli genitoris, ut iR + r: r; & 
nominatim cycloidis vulgaris area eft tripla area circuli genitoris. 

d5 

§. 103. Quoniam _ = y; erit (§. 35.) juxta feriem Bernoullianam 

x 1 dy ^ x 3 ddy x 4 d 3 ^ x s d 4 y x 6 d ; y ^ 

1.2 3 x 1.2.3 dx 2 i,2..-4d.v^ 1.2...5A* 4 i.2...6dx 3 

Cum autem quadratura curvarum una fit ex praecipuis calculi integralis ap- 
plicationibus, haud alienum ab re erit formulam hanc accuratius explicare, in- 
timumque ejus cum methodo exhauftionis nexum oftenderc. 

Sit curva quaecunque ad axem aliquem relata, cujus curvae Tegmentum 
coordinatis x & y terminatum denotet & Abfcifia axis in numerum quemcun- 
que n partium Ax mutuo aequalium divifa, inferibantur & circumfcribantur cur- 
vae reftangula ad normam §. 1. Ex. 3. 

Reftae axi ordinatim applicatae, quae abfci(lis x, x-Ax, x-2Ax, X-3AX, 
X-4AX. . . . x-(«-i)Ax rcfpondent, funt refpeftive (§. 31.). 


Ax dy 
1 dx 

+ 

Ax 3 
I. 2 

ddv 

dx 2 

Ax 3 d 3 y 
1.2.3 dx 3 

+ 

Ax 4 d 4 y 
I.2..4 dx 4 

Ax* dh/ 
1.2..5 dx 5 

+ . . . . 

Ax dy 

+ 2; 

l*** 

ddy__ 

: 3 A - y3 dHr 

+ 2 4 

Ax* d 4 r/ 

. 2 s A * 5 d*y 

4 - . . . . 

2 1 dx 


1. 2 

dx 3 

1.2.3 dx 3 

1.2..4 dx 4 

1.2..5 dx 5 


_A*dy 
°i dx 

+ 3 

«Ax 2 

1.2 

ddy ___ 
dx 3 

d 3 y 
1.2.3 di 3 

+ 3 4 

1 Ax 4 d 4 y 
1.2. .4 dx 4 

. Ax 3 d 5 y 
1.2..5 dx® 

+ 

Ax dy 
* 1 dx 

+ 4 5 

A ** 
1.2 

ddi/ 

dx» 

■1 Ax 3 d 3 y 
’ 1.2.3 dx 3 

+ 4 4 

Ax 4 d 4 y 
1.2..4 dx 4 

.45 Ax 5 d*y 
i.2..5dx* 

+• • • f 


1 dx 1.2 dx 3 1.2.3 dx 3 1.2. .4 dx 4 i.2..5dx 5 


Reftangula curvae circumfcripta funt refpeftive produfta harum expreftio- 
uum per altitudinem communem Ax; tandemque fumma reftangulorum cir- 
cumfcriptorum eft fumma omnium horum productorum, nempe 


yAx. 
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yhx. n 

- i + 2 + 3 + 

i dx 

+ ^^f(i s +2 a +3 a +4 a -t-...(«-i) 2 ) 
“ ]^H73 ( i 3+23+ 3 3+ 4 3 +.-.(»-i) 3 ) 

+ iX^0 (l4+24+3H44+ - (, *- ,)4 > 

+ - 


= y&x.n 

+ 7^*37* U n3 + Bnn+Cn > 


— fJ&X.H 

A * 2 Au .. . 


i djt 


1.2 Ax 2 
+ — 

i....4d* 4V ' 

AJC 6 d 5 V /f , r N 

- rzsap®" •••*•■ * 

4- 


— — !r4(2» 4 +-B» 3 + Ci» a + D») 

i...3dA 3 ' 

+ ^f!^(i»5+Bn 4 4-C«* + a.»+£») 

— ^-^(6» 6 +J5ii 5 +C» 4 4-Z>»s+£#*+/i») 

+ 


+ -1 ^(«jc 3 4-.»**ii*+Cx/U a ) 
i.2d.* 2 4 

— ~^(^ 4 +i?* s *iaf4-Ot s Aj»* + D*AxS) 

+ ^ (]*> +.Bx 4 A*4-Cjr 3 A* 2 +Dx*Ax* + Ex& jc 4 ) 

— ~ (Ix^+BxSAx+Cxt&xt+Dxiiyxt+ExxAxt+Fx&x 5 ) 

U 3 Pro- 
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Proinde limitis fummae rectangulorum circnmfcriptoram , lioc e(V, orcae 
legmenti cirrvce ex preilio limes eft fummae omnium lionnn terminorum; nempe 

x x 2 Ay ddy x 4 d 3 // .v 5 d 4 y x h d 5 </ 

X/ 1.2 (Ia ^ 1.2.3 (iv* X...4 d.v J i...5dA 4 I ...-6 (It 5 

Eadeinquc methodo proceditur per reftangula curvae iufcripta. 

Stholiuiu. Methodus, qua parallelogramnsorum curvae alicui circumfcripto- 
rum fumma determinata fuit, exempli loco die poteft methodi, qua ferierum 
plurimarum fumma, juvante theoremate Tayloriano , ad poteftatum numero- 
rum naturalium fummas poteft reduci. 

§. 104. Si curvi referatur ad aliquem focum, ut coordinatae fint radii 
vectores , & anguli, quos hi radii cum aliquo radio veftore pofitione dato com- 
prehendunt: quadratura curvae fic determinatae iisdem nititur principiis. 

Fig.36. Sit SMM' curva ad focum F relata per radios veflores FM, FM *, & an- 
gulos SFM, SFM\ quos radii veftores FM, FM' cum radio FS pofitione dato 
comprehendunt 

Centro F, radiis FM, FM', defcribantur arcus Mm, M'm , ut curvae infcri- 
bantur atque circumfcribantur fetiores circulares MFm, MFm. Sector curvae 
MFM' major eft fetiore circulari inferipto MFm ; minor autem circumfcripto 
M Fm'. Cum autem ratio aequalitatis limes fit rationis radiorum FM, FM'; 
ratio aequalitatis lunes etiam eft rationis fetiorum circularium MFm', MFm; 
& a fortiori limes rationis fetioris curvae MFM', & fetioris circularis MFm. 
Radius magnitudine datus F'S fit r, & centro F radio FS’ deferibatur arcus cir- 
cularis, qui radiis FM & FM in punflis X & X' occurrat. Sit etiam m cir- 
cumferentia circuli, cujus radius eft unitas; fit angulus SFM = x; angulus 
MFM ' = Ax, & fetiorem curvae SPM denotet S; unde MFM' = AS. 

Lini. MFM ' : MFm = 1 r 1 • 

MFm ’ ; XFX' = MF 2 ; FS 1 

= W : rr 

ergo ]xm.MFM' : XFX' = yy : rr 

fcu ]lm.MFM‘ : Jrr — =. yy x rr 

7f 

lim. 
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Cm. AS 


AS 
Um.i — 

Ajr 


t Ajt 

Jrr™ = yy 


JrrX- = yy : rr 

7T 


feu 

et 


|rrxl= yy t rr 


dS 
dx 
dS 

d.V . 2T' 

licierum curvarum ad focum per radios veftores relatarum. 


= --yy» qu* eft aequatio diffcrentialis fuper- 


Excmpla. Sit y = r- , quae eft aequatio fpiralis Archimede». 

*7T 

xx i xx dS 

' J y ~ rr Tl7l' ^-yy — rrX 271*’ dj; 


XX 

27f 2 


= rrxrzil S = C-Mrri- 


2 


Sit S ss o, 


quando *=o; erit S=:£rrV f = £yyx — = Nempe fuperficies fpiralis Ar- 

cbimcdeae crefcit in ratione triplicata angulorum SFM, feu in ratione compo- 
ftta ex duplicata ratione radii vectoris FM & ratione fimplici anguli SFM, feu 
tandem in ratione triplicata radii veftoris FM. 

Sit • = r ©"' crit ® s = i» = 

I i x*m+l _ 


S= C + -i-rr._±_ — - = C-M 

27T 2IB+I 7l- m 


1 yy.*. 

7 J 


2«+I 


2m+r 


Superficies igitur omnium fpiralium, quarum aequatio eft y = r(l} , f un t in 
. ' -rrJ 

ratione compolita ex ratione angulorum SFM fimplici, <k ratione radiorum ve- 

ftorum FM duplicata. 


Sit y = re* ,,-quac eft aequatio fpiralis logarithmicae; erit ^ = 'yy= jrrr^; 

S=t Jrrr» = *yy. Proinde fuperficies fpiralis logarithmicae crefcit in ratione 
duplicata radiorum veftorum, feu etiam in progrefiione geometrica. 

Sit y = rfcc Hx, quae eft aequatio parabolae ad fbcum relata, in’ qua r 
aequalis quadranti parametri. Erit ^ = iyy = Jrrfec. 4 £x; unde 
S = rr tang.|jf (i 4- jtang, ? |jf) = rr(tang.£*+ Jtang. 3 £*).. 



§• 105. 


* 



V 


V 


I 
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§. 105. Cum quadratura curvarum ad focum relatarum reducatur ad in- 

1 « 

tegrationem aquationis difTerentialis = yy: quadratura haec etiam poteft 
obtineri per feriem Bcrnoullianam, prouti in §. 36. extenfa fuit. 

Erit fcilicet 2 S = xyy 


i 


4 - 2 


•**., dy 

i.a' 

s 


di 


» 

' JkL. 


mP + 4 rO 

-*r=0^-S + 4- d ^ + »S) 


wm 






Si opus foret, eandem formulam ad methodum exhauftionis immediate 
reducere, & ex primis limitum notionibus inferre liceret, uti in §. 103. 

§. 106. Quemadmodum data curvae aequatio ad fuperficiei ipfius deter- 
minationem conducit; ita viciflim cognitio hujus fuperficiei poteft relationem 
coordinatarum curvae fuppeditare. Quod paucis exemplis illuftrare fufficiat. 

dx m m d* 


Sit 5 = i- xi/; erit 1L“ = iy+ * x- 




. . d S 1 , 1 d* 

atqut .— = !/; ergo y = -y+ _x * 
dx m m dx 


et my = y + xjfe 


i°. Sit m = 1; fit o = x^ : unde ^ = o, & y = C. Qui cafus eft re- 
dx dx 


ftanguli, cujus altitudo magnitudine datur. 

2°. Sit m>i; fit y(«-i)= feu l | A .i-= — 

* ’ ' dx dy •* m-i y 


4 ' 


& 


unde C+log. x = — log.y. 

»1-1 


■W& 


S 






log.ax =3— -.log.y. ysaw-ix"»-!. 


Si 






■ 




. 

1 


• . 


f . 


/n m- c d 


Si waj; fit y = ax, quae eft aequatio ad lineam reftam: in reliquis ca- 
fibus curva eft parabolica, ad axem aut ad tangentem ex vertice duftam 
relata. 

3*. Sit m < i ; fity(i-m)+jr^ _ 0 . unde (i -*»)log.y 4 - Iog.x =a log.C; 
yi-m x = C, quae eft aequatio hyperbolarum ad afymptoton relatarum. 


Sit 5 « t(b-y) K M Sed^=y: 


dx 


dx 


ergo y 


clx 


1 = — hinc x=C— riog.y. Sit x=a, quandoy=6; x=tlog.6— tlog.y, 
x b 

feu __ =s log.^ , quae eft aequatio curvae logaritlunicae. 

Curva referatur ad aliquem focum; & fit S = yy xfL. Erit 

dx = W *7 + Atqui JJ=W(S* io 4 ) ; ergoyy(i-I) = 

feu y(r.i) = 2 x^ , & = yX^i hinc C+-* Iog.x = -i-log.y; feu 

E ^ - 

Jlog.nx = — log.y, ax = yr-i, quae eft aequatio ad fpirales vulgares. 

= ,£ Ay _ 
q J dx 


s ‘ts = f»; £^»S=»> *?•* 


q dx 


i9 <1* _ * . 


C + Ixx = log.y, quae eft aequatio ad fpiralem logarithmicam. 


Appendix. 

De quadratura byperbola conica. 

Ne feries propofitionum principalium , hoc capite contentarum , abrumpere- 
tur; fatius efle ratus fum particularem hyperbolae conicae quadraturam geome- 
trice confideratam feorfim exponere, ut fequitur. (Vid. §. 99.) 

§. 107. Limma. Si curva quaecunque diametro fit praedita (hoc eft, fi 
datur refta , quae omnes reflas fibi mutuo parallelas & curva utrinque termina- 
tas bifariam fecat ) : dico, hanc diametrum fpatium quoque curvilineum in 
duas partes squales dividere. 


X 


Etenim 


102 

Etenim curvae infcribantur & circumfcribantur parallelogramma (ad nor- 
mam §. i. Ex. 3.). Parallelogramma haec bina fumpta ad utramque diametri 
partem funt mutuo aequalia; proinde & fummae horum parallelogrammorum 
ad utramque diametri partem funt invicem aequales: unde & limites harum 
fummarum , nempe duae partes fpatii curvilinei ad utramque diametri partem 
fitae, aequales funt. 

Fig. 27. Theorema. Super afymptoto hyperbolae conicae fumantur a centro C reftae 
CA, CA\ CB, CB in proportione geometrica. Per puncta A , A\ B, B' agan- 
tur reftae alteri afymptoto parallelae, quae hyperbolae in punftis D, D\ E , E' 
occurrant. Ex centro C agantur rectae CD, CD', CE, CE‘; dico, feftores 
DCD', ECE', & trapezia ADD' A BEE'B\ ede invicem aequalia. 

Jungantur reftae ED', E'D, quae afymptotis in G, H, G\ H' refpeftive 
occurrant. Notum elt, fore GE=D'H, G'e'-= 1 )H\ 

Propter parallelas EB, CH elt GB ; GE — A'C : D‘H 
atqui GE =3 DH 
ergo GB , = A C; & pariter B'G'=AC. 
Atqui (hyp.) CA : CA' = CB : CB'=E'B' : EB (quoniam CBxBE=CB'xB'e‘); 

ergo GB':GB =E'B':EB; proinde triangula GBE', GBE 

funt invicem fimilia, & reftae G‘E\ GE funt invicem parallelae. Ducatur CF, 
quae reftam GH bifariam in / , 'fccet. Quoniam GE: G'F = CF : CF= FH: FH'; 
erit etiam G‘P' = F , H'. Atqui GE= D H, & G'E'=DH' ; ergo EF = FD' , & 
E'F — ED. Proinde refta CF elt diameter hyperbolae, & fpatia SEF, SE‘F 
refpeftive aequalia funt fpatiis SDF, SDF 1 . Sed triangula CEF, CE'F refpe- 
ftive aequalia funt triangulis CD F, CDF‘; ergo & fpatia CES, CE'S refpeftive 
aequalia funt fpatiis CO S, COS; proinde & feftores ECE' , DCD' funt invicem 
aequales. 

Reftae AD, CD' fibi invicem occurrant in /. Quoniam CAx. A D—CA 'xAD ' 
femper eft triangulum CAD aequale triangulo CAD' : hinc, fublato utrinque 
fpatio communi CAI, & adjefto utrinque fpatio communi DID', fit fector DCD 1 
xqualis trapezio mixtilineo ADD A ', eodemque modo fector ECE' aequalis elt 
trapezio BEEB'- 

CoroU 
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Corollarium primum. Super afymptoto , , , „ 

CA fumantur abfciflae quotcunque CA, CA', C.A, CA', CA'\ . . CA* 

in progrelftone geometrica, & ducantur 

ordinatae AB, AB, a‘b , A B", AB ". . . A N ft N 

Omnia trapezia AB',a'b’,AB’,AB",AB'...A*‘B* 

funt invicem aequalia ; & proinde fpatia hyperbolica AB S crefcunt ut logarithmi 
abfcilTarum CA*, CA. 

Corollarium fecundum. Datis in afymptoto duobus punftis quibuscunque A, 
A * ; nullus eft limes numeri abfcilTarum in progrcflione geometrica , cujus expo- 
nens CA* 1 : CA, crefcentium , quae in afymptoto produfta CA fumi polTunt. 
Quare nullus etiam eft limes numeri fpatiorum trapezio AB* aequalium , quae 
in fpatio afymptotico fumi polTunt; ideoque nullus eft limes magnitudinis hujus 
fpatii. 

Corollarium tertium. Detur ratio CA* : CA. Ratio haec dividatur in quot- 
cunquc n rationes CA' : CA i \ ibi invicem aequales; proindeque trapezium hyper- 
bolicum AI i N dividatur in eundem numerum partium aequalium AB', A A, 
AB’....A*-tE*. Ducantur Bb' , Bb afymptoto CA parallelae , quae ipfis A' B', 
AB’ in b' & b occurrant. Quoniam 
CA : CA =CA : CA 

CA'-CA:CA-CA= CA : CA 

fcu AA' : A A =A'B': AB, & AAxAB = AAxAB'; & fic dein- 
ceps: unde omnia parallelogrammn fpatio ^//? N circumfcripta funt invicem aequalia. 
Quoniam ratio CsP*:CA datur: eodem manente numero n, pariter datur ratio 
CA' : CA; adeoque & ratio A A : CA, feu ratio parallelogrammi A Bb' A ad 
potentiam hyperbolae CA x ABCin.A. Et proinde etiam datur ratio fummae 
omnium parallelogrammorum fpatio AB* circumfcriptorum ad potentiam hy- 
perbolae; & proinde limes fummae horum parallelogrammorum feu fpatium AB* 
eft etiam ad potentiam hyperbolae in eadem ratione data. In diverfis itaque hy- 
perboiis trapezia, duabus ordinatis, aut duabus ablcitlis, quarum ratio datur, 
refpondentia , funt inter fe uti potentiae harum hyperbolarum ; feu potentia hy- 
perbolae eft modulus fyftematis logarithmici ad hanc hyperbolam pertinentis. 
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Applicatio i. Hinc confequitur raenfura fpatii hyperbolici inter duas reftas 
afymptoto ordinatim applicatas, quarum ratio datur, comprchenfi. Scilicet 
fumatur logarithmus naturalis rationis harum ordinatarum, & per hunc loga- 
rithmum multiplicetur potentia hyperbolae. «. 

Applicatio t- Hinc etiam fluit menfura fpatii cujuslibet hyperbolici. Sit 
v. gr. CS= a femi-axis transverfus hyperbolae, «St quaeratur fpatium ESF. Sit 
Sb*=b femi-axis fecundus; & fit Sb' afymptoto CB ordinatim applicata , feu ipfi 
EB parallela; atque potentia hyperbolae, nempe (Vxf>'Sfin.C, feu Jafr, dicatur P. 

EB 

~SP 

EF\ 

Sb ) 


ESF = 1 ECF— ECS= ECF—EBb‘S= ECF- 


m Sb 
■ / l0S ' EB 


ECF + P\og. 


ECF+P\ag.~^ = ECF+PXog.^l--™' 


= ECF + . — 


= i.r^log.(i - |) = 


l-xY' (xjt - no) + \ab log. 


jf+^jaxia) 


Caput Undecimum. * V '‘ «V ' 

De rectificatione curvarum. 

§• «° 8 . 

J^atio aequalitatis limes elt rationis arcus cujusvis curvae ad chordam fuam 
(§• 470- Hoc principio nititur reftificatio curvarum. 

Etenim fint x & y abfcifla axis & refta axi huic ordinatim applicata fub 
angulo rcfto. Sit S arcus curvae: eft lim.AS : + hy a ) = i : i 


r«. n. 


feu lim.— : Y'( i 4- ^L- 
&x v Ex 




= i 


feu 

& proinde 


E -n. +(£)’> 


Eadem 




W> 




met 


Eadem aequatio differentialis poteft etiam ex §. 49. obtineri. Quoniam e(l 
g = fin .PMT, eft g = cokc.PMT: fed cot.PMT = g (§. 49 .) ; proinde 

cofec.mr= r^&y, hinc g = £c«t<£)*> 

Quodfi autem angulus coordinatarum non eft reftus, ponatur hic angulus 
= <p; eritque eodem modo g = V ( i — ;gcof. $ + 

Data igitur aequatione curvae reftificatio ejus ad calculum integralem re- 
ducitur. 

Exemplum 1. Sit pyy = x* , feu p*y = x^; erit — = ; unde 

, ax P 

S = C+ Sit S=o, quando x = o; 5 = 

Proinde parabolae, aequatione pyy = x J determinatae, reftificatio abfolute ha- 
betur. 

Exemptum 2. Sit yy = aa-xx, feu y => T(aa-xx '\ : hinc ^ = * 

dx 

quae eft aequatio differentialis arcus circuli. Fit itaque 

. r + i ."+V.. : 3 . it+i us . *‘ + _l L* . i + _. 

dx aa 2 - 1.2 a-> 2 3 1.2.3 a ^2* 1...4 o* ^ 

an 2 1 1.2 o 4 2 3 1.2.5 ' n 6 2 4 1...4 ’ a s + ‘" 

+$.Ui +-p-~i +£.£•♦ +- 

Fxtmphm 3. Sit yy^tfx, J = 2 K>u , ^ = Vt ; ^ = Vl+E, quae 

eft aequatio differentialis arcus parabolae. Unde erit 

■S = — -'* r (wp+yy) + 2plog. x— 2 JL — — . 

2f >^(4Pf+yy)-y 

AA AC * — xx') 

Exemplum 4 . Sit yy * ^(nn-xx), g = pofito «=a a -A», 

> quae eft aequatio difTerentialis arcus ellipfeos. Hanc formulam terminis numero 
finitis integrare, aut faltemad arcus circulares aut ad logarithmos terminis 
finitis reducere , fruftra huc usque fuit tentatum. 

X 3 N ume- 
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Numerator Y'( a -. — xj <)=aY'( n !L — ^ in feriem convertatur: fit 

\« nas % 

-±.j-XiY-(-Y - i^L.(iy.riV— .. 

v « fl aa 2 2 1.2 v a^ v a' 2’ I.2.3 x 'fl // 

unde 

d* > / afl-jrjc v ^ oo aa 2 2 1.2 v o' 2 4 1*2.3 v o' 

Integratio uniuscujusque termini hujus feriei reducitur ad arcus circulares; 
& nominatim, fafto x — a, quadrans perimetri ellipfeos reducitur ad quadran- 
tem circumferentiae circuli ferie regulari, quae fequitur. * 

r I .i*S£.fci*!- . . . 

00 2 3 1.2 4.2 0* 2 3 I.2.3 6.4.2 0° 2* I...4 8-..2 a 8 
Quae .feries promte convergit, fi exigua fuerit ellipfeos excentricitas t. 

Aquatio differentialis reftificationis ellipfeos poteft etiam paulo fimplicius 
obtineri, ut fequitur. Sint CA , CB dimidii axes ellipfeos. Centro C radio 
CA (v. gr.) defcribatur quadrans circumferentiae AND, cui CB occurrat in D. 
Tum angulo ACN difto z, erit CP = a{\ in.s, NP — a cof.z, MP<=- icof.z, 
A.CP 

dz 


ocof. z, = — bCm.z; 


d* 


hinc 


= r(oocof. 3 2-fWfin. 5 2) = ar(i--fin. :! 2) = 6r(i+ ^cof. 3 a) 

Q.S 00 00 

= fl ( I — I " fin. a s— i • I ^fm 4 s— • ~fin - 6 2 — - ■ ^3i 5 ~fin. — T . . 

v 3 aa 2 3 a 4 2 i 1.2.3 a 2 4 1 — 4 a * 

Fafto 2= 90 oritur eadem feries, quam prius obtinuimus. 


Vxx- — 

Exemplum 5. Sit w = —-(xx-oa), fit — = — . 

aa dx <1 p^.oo 


££., pofito «=i6+fla, 


quae eft aequatio differentialis arcus hyperbolae : numeratore in feriem converfa 
integratio ad logarithmos reducitur. 

Exemplum 6 . Sit y = >^(2rx-xx)+rarc.fin.v.~, quae eft aequatio cycloidis 


vulgaris. 

dS 
dx 


r-, 

X 


dy , 

dx 

: iV' rx. 


r-x 


V'(2rx-xx)^y Xirx-xx) 
Fafto x = 2 r, S = 4 r. 


2 r-x 


r (2rx-xx) 




ir-x 


Fit 
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Exemplum 7. Sit y = Y'{irx-xx') + ^arc.fm.v,- , quae efi aequatio cycloi- 


dum protraftarum aut contractarum. 


Fit ~ + ~ 2 ^- X X Haec formula reducitur ad reflificationem 

ax Y (rr-(r- xy) 


ellipfeos methodo fequenti. 

A A R 

^ : AA-z» . dS a V'(RR+rr+- B -R-ffZz) 

Ftat r — x =■ ent ~ = - . kA _ Wx , AA ^ 




R 


fiat AA=zBr- erit d,f = ^(( R + r ) 2 -S™') 

ds V\^/ir-ZZ) 




fiat B= R; erit Unde res ad reftificationcm ellipfeos 


reducitur. (Ex. 4.) 

§. 109. Rcttificatio curvarum ad focum aliquem relatarum eodem modo 


determinatur, aut etiam paulo aliter, ut fcquitur. 

Sin. FMT = y~ (§. 49.); hinc ~~ = y cofec. FMT. Atqui 

cot .FMT= 1 .^; & proinde cokc.FMT= r( 1 + -i . (£() ^ ; lunc 

is -nJ+{kyy 


rg.15. 


lix 

Exemplum 1. Sit y=r.( b y, quae efi aequatio fpiralis logarithmicae. 

s-rx.+i&t), „„ Je 

etiam arcus fpiralis logarithmicae crefcunt in progrefiione geometrica, dum an- 
guli crcfcunt in progrefiione arithmetica. 

Exemplum 2. Sit ij = rfec. J |jf, quae efi aequatio parabolae conicae. Erit 


AS 


~ = rfec. 3 f*- S= r(fec.Ajrtang.J* + log.(fec.|* + tang.jjr)) 


r (fec.i-r tang. §x + log. tang.45 0 + ’x). 


Exemplum 3. Sit y = quae eft «equatio focalis ellipfeos conicae ; 

). 

§. 110. 


t = (3fcof^ r(aa+M ' Cof '^ ) = (^cof^ r( ( ^ ,)a * *•**-'** 


• 

- ■ K- 


W * 

. r' 


» w 

e 


tbyJ 


1*8 

§. no. Quoniam ^ reftificatio cujusviS curvae expri- 

mi etiam poteft per feriem Bcrnoullianam. Plerumque autem exponentes difle- 
rentiales altiorum ordinum, quibus liasc feries conflaret, adeo fiunt complexi, 
ut reductionis hujus utilitas valde dubia fiat. 

Majoris momenti eft obfervatio, quae curvae cujusvis reftifi curionem ad 
quadraturam alterius curvae reducere docet. 

Fig.30. Sit nempe altera curva JU‘m' fuper eodem axe defcripta, cujus fuperficies 

fit S', & ordinatae y. Erit (§. 100.) ^ = y' , ^ ** 

fiat femper y' = + erit =a.^; & proinde S'~aS, Ci S&c 

S’ evanefcant fimul fafto x = o. 

Natura autem alterius hujus curvae per priorem facilius determinatur 
modo fequentc. 

Drfinitto. Sit curva ad aliquem axem relata per reftas ipfi perpendicula- 
riter ordinarim applicatas. Ad punftum aliquod hujus curvae ducatur refta 
ipfam tangens. Tum per idem punftum ducatur refta tangenti perpendicularis; 
quae axi (fi fieri poflit) occurrat. Pars hujus perpendicularis, punftum inter 
contaftus & axem intercepta, dicitur norimHt ; & pars axis, normalem inter 
& reftam axi ex eodem punfto ordinatim applicatam comprehenfa, dicitur fub- 
b o m m l if. 

Sit nempe MN tangenti MT perpendicularis, & quae axi occurrat in N; 
linea MN dicitur normalit , & PN dicitur fubnormalii. 

In triangulo reftangulo TM N eft TP : PM = PM : PN ; proinde 

yy 

PN = ~djc = Hinc TN*= y( Atqui MN^TNx PN ; ergo 

dx \dy dxS 

JHl\P = yy(i + (g) a ), + (*?)*). 

Quoniam autem M'P = y' = «y*( 1 + fity' = «x , feu 

, V : MN=a:y . Proinde pofterioris curvae ordinata eft quarta proportionalis ordi- 
& normali prioris curvas , & alicui reftae magnitudine datae. 

Extm. 
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£*««?/*. i°. Sit yy=2px; Jl/A r =^(i + ^^(pp+yy) ; y'= a ." Oj^H L. 

• ■■ y'=y : ^pp+yfi yy'=yy -pp+yy- 

aa:y'y'-aa = yy : pp = 2 px : pp=2x : p; y'y'= ao( 1+ — 

2 X y 


2°. Sit wjy = at* , ^ y'y' = ^(40+9*) = 3 °(^ a + *)• Quoniam 

pofterior curva , nempe parabola conica , eft quadrabilis ; prior curva eft rcftifi- i i 

cabilis. (Vide §. 108. Ex. 1.) 

§. in. Data expreflione arcus alicujus curvae per coordinatas, ejus deter- 
minari poteft ipfa curva (quantum permittit imperfefta calculi integralis con- 
ditio). > 

Exemplum j. Quaeratur linea, cujus longitudo eft abfeiflae proportionalis. 

Quoniam eft S = ~x, ~ atqui ^ sa>°(i+(^)*^; ergo 

1 4- C^H ) 2 mm V mm-nn d y _ nn), ( ^ , >^(mm -nn) 

'•dr ' an ’ 'd**' «w ’ dx n ’ ^ ' n 

quae eft aequatio ad lineam rectam. 

Exemplum 3. Quaeritur curva , cujus arcus crefcit in ratione fubduplicata 
abfeiflae. Eft ideo S = 2 Yax, ^ = 1 ^ = 




a-x 


\ a 


K Ax^ ’ Ax x iTax-xx Y'ax-xx y'ax-xx' 
y — Joxarc. fin.v. p +Y'(ax-xx), quae eft aequatio cycloidis vulgaris. 


Caput Duodecimum. 

De capacitate folidorum rotundorum. 

* ' • ' t, ^ * • * U i 1 'JJtXH. 

§. 112- 

Qit curva quaelibet ad axem aliquem relata per reftas axi huic perpendicula- 
riter (v. gr. a) applicatas. Sit etiam reclangulum datam habens bafim b , & 

cujus 

a) Quarcunquc dicentur de cafu , quo reftsc axi ordinatim applicantur ad angulos reftos , 
facillime applicantur cafui , quo cxdyn fub dato angulo obliquo axi occurrunt. 

v . y 
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cujus altitudo mutabilis fit abfciffae axis aequalis. Reftangulum & fpatium 
curvilineum eidem afcifl» refpondentia circa hujus axem fimul revolvantur. 
Dico: limitem rationis , quae inter mutationes fimul taneas cylindri a reftangulo, 
& folidi a fpatio curvilineo rotatione hac fimul genitorum intercedit, aequalem 
effe rationi duplicatae bafis reftanguli & ordinatae huic abfciffae refpondentis. 

Sit Sati* curva ad axem SP per reflas MP huic perpendiculariter applica- 
tas relata. Sit SA refla magnitudine data eidem axi perpendiculariter appli- 
cata Sit SP abfciffa axis, cui refpondet ordinata MP; & compleatur reflan- 
dum SARP, cujus altitudo crefcit ut abfciffa SP Spatium curvilineum SMP 
& reftangulum SARP circa axem SP fimul revolvantur. Dico, limitem ratio- 
nis mutationum fimultanearum cylindri a reftangulo SARP & folidi a curva 


SMP fimul genitorum aequalem effe rationi SA 2 : MP 2 . 

Sit PP' mutatio abfciffae axis; & proinde mutationes fimultaneae cylindri 
& praedifti folidi fint folida rotatione reftanguli SRR'P & fpatii PMM'p' fimul 
genita. Curvae SM P inferibantur & circumfcribantur reflangula PMmP, JWjr'/'. 
Solidum a fpatio PMMP' genitum minus eft cylindro a reftangulo Pm'M'P' 
genito; majus autem cylindro fimul genito a reftangulo inferipto PMmP. At- 
qui lii' duo cylindri aeque alti funt in ratione duplicata ordinatarum M'p\ MP: 
& proinde imminuta altitudine PP * ratio aequalitatis limes eft rationis horum 
cylindrorum (§. 14 .); tantoque magis ratio aequalitatis limes eft ratioitis al- 
terutrius horum cylindrorum ad folidum rotatione fpatii MPPM' genitum. 
Quare folido a curva SMP genito difto 5, fit 
liro. AS : cyl. PMmP = 1 

; cy\.PRR'l* = PM* 
cyl .PRR'P = P M ' 
tt.SA*.PP = P M ' 


Atqui cyl .PMmP 
Quare lim. AS 


feu 

unde 

et 

feu 


lim. AS 


lim. AS 

as 


lim. 


dx 

dS 

dx 


l 

SA 2 

SA 2 (§. 14.) 
SA 2 

= Tr.PPy.PM 2 : tt.PP. SA 2 ; 
= nr.PPyPM 2 
= tt.PM 2 


ss TT.Ptf 2 = Tt.yy. 


Obfir • 
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Ob/matio. Eadem exprellio differentialis eodem modo obtinetur, fi fpa- Fig. 15 . 
tium curvilineuin ABPM, duabus ordinatis AB, 1HP, abfciffa axis BP , & arcu 
AM terminatum, circa axem S/* revolvatur. 

X<** jfJm (J5 c n , I 

Exesum I. Sit y = _ ; ent W =» — = ^ • 5 = 

• i°. Sit m numerus pofitivus; •& fit 5 = o, quando * = o: erit Fig.a^. 

S — 1 — _J — X yy. Proinde data parabola, cujus aequatio eft 

a»»+i a-"'* 2w+i 

y — - *T _ ; paraboloides dimidio parabolae fegmento circa axem revoluto genita 
eft ad cylindrum aeque altum fuper eadem bafi , in ratione data 1 : 2 «*+i . 

Seholivtn. Exemplo hoc continetur cafus, quo fpatium revolutum eft trian- 
gulum, fafto nempe m = 1 . 

JP 

2 0 . Sit m numerus negativus, feu fit y(a+x) m =ba m . Ergo 5_=i6a^»(a-t-x)r2 n ’; Fig. 25 . 


C + _JL_yy(a + *). 


I - 2 W» 


S= C+ -J—bba*m(a+xyx»+i = C+ -J r~7rz~ 

1 - 2 »» I - 2 »» 

Sit 5=o, quando x = o, y=4; erit S= — L-(t/y(a+x)-nW)= -i-(oe&-yy(<H-x)). 
n 1-21» im-i 

i°. Sit 2 m>i, feu »j>i. Tum 5= —I—(abb.yy(a'+x)), feu folidum 
• 2 W • l 

rotatione fpatii hyperbolici ABPM genitum proportionale eft differentiae cylin- 

. „ . bn m 

drorum a reftangulis ABSD, MPSQ genitorum. Quoniam autem y = ^ +x j m > 

_ bbaim & uv(a+x) = J>ba-™ — nec u jj us e q ii mes magnitudinis ab- 
- (a+ ^jm ’ m J (a+x)3’"-i 

fciffae o+jt: nullus eft limes parvitatis quantitatis feu cylindri 

n<l(a+x). Hinc in formula 5 = — — <abb-yy(a+x)) folidum 5 habet limitem 
magnitudinis, nempe lim. S= —L-abb. 

2 0 . Sit %m<l. Tunc S= _L (ytfa+x) - abb) «= - abb) 

|-2W I“2W 

1 , ab bQ±- x y am 


l-2m 


Quoniam autem nullus eft limes magnitudinis abfeiffae 
Y 2 x feu 
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x feu a-f x, nullus etiam limes eft magnitudinis quantitatis nbb(^~'y lm ; & 
proiude, aufto x, nullus eft limes^ magnitudinis folidi & 

4 

3°. Sit 2tn = u Ex aequatione S = — (bba - abb 1 ) nihil deduci poteft pra> 


1 — 1 


d S bba 

aequalitatem cylindrorum ABSD , JllPSQ. /Equatio difTerentialis 

nos monet, hunc cafum ad logarithmos reduci. (§. 62.) 

Scholium. Cafu , quo 2 m > x , & proinde S — - ( abb — y - ^-% ^ , fumta 

1 2«J-J V Qa+x) 2I »“U/ 

x ex altera parte ordinatae AB, fit S= — I — ( abb — — ^ 2 — 'N 

r 2IK-IV (0 - S 

k = -- 1 - abb(i— (JL V m 1 \ = — 1 .abbCCJL - V 1 — 1). Quoniam 

ara-l >■ v a-x y ✓ 2m- 1 \ v ii-r x 

autem nullus eft limes parvitatis differentiae a — x, nullus etiam limes eft ma- 
gnitudinis quantitatis (JL) 2nW ; & proinde nullus eft limes magnitudinis fo- 
lidi S. Quoniam autem y = — ; fafto x= a, fieret y = ia — = -- ; unde 
3 (a-x)"> 7 n m o m o m 

(Gap. IX.) impofiibile eft, ut fit x = a: & in aequatione 

S — — abbC '■ — i') pofito x = a, fit 5 = — • — J —ibb( 1 . — 1) ; 

2»t-i '»'>o-x / ■/ 2m-i K o m -i ' 

quo rurfus monemur, impofiibile effe, afiignare folidum , etiam nunc fidum, 

fpatio etiamnum fifto abfciffae BS refpondens. 

Cum omnia ratiocinia, expreflioni S = — — l —abb( — l — -—1) ad varios 

2vi - 1 \)2m-i ' 

infinitorum ordines illuftrandos fuperftrufta , contradi&oria nitantur fuppofi^ 
tione, poffe fieri x = a; confequentias inde duftas labi neceffe eft. 

J S I) 1-201 \ 

Idem dicatur de altero cafu, quo 2tn<i, & proinde m -i> ’ 

1—2*11 

unde fub contradiftoria fuppofitione y = o = b.o, fit S= bb((&) “ -ij- 

§. 113. Determinatio capacitatis folidorum rotundorum nonnunquam etiam 
facilius peragitur modo fequenti. 

Bafi figurae genitricis in partes quotcunque aequales divifa, curvae infcri- 

bantur 
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bantur & circumfcribantur reftangula, quorum reliqua latera fint axi revolu- 
tionis parallela. Reftangula haec gyratione fua circa axem gignent annulos 
cylindricos, folido infcriptos & circumfcriptos. Solidum rotatione curvae geni- 
tum majus eft fumma annulorum cylindricorum reftangulis infcriptis genito- 
rum; minus vero fumma annulorum cylindricorum reftangulis circumfcriptis 
genitorum: fed idem folidum limes eft tam prioris fummae crefcentis, quam 
pofterioris fummae decrefcentis. 



Sit SAIAB fegmentum curvae, quod rotatione circa axem SB bafi AB per- fi 8 - 4 - 
pendicularcm gignit aliquod folidum ; & fegmento huic circumfcribatur reftan- 
gulum SBAD, quod fua circa eundem axem rotatione gignet cylindrum folido 
circumfcriptum. Dividatur AB in partes quotcunque aequales: fit RR' una 
harum partium. Ducantur RM, RAl' ipfi AB perpendiculares ,_ quae curvae in 
M, M' occurrant, & ipfi SD in P, P; ducantur Alm, Alm ipfi AB paral- 
lelae, quae reftis M R‘, AIR in m & m' refpeftive occurrant. 

Annuli cylindrici, gyratione reftangulorum MAt, R M, RP geniti, funt in- 
ter fe refpeftive uti ipfa reftangula RAt, R'M, RP; feu uti lineae M'R\ AIR, 

RP. Solidum rotatione curvae SMA genitum dicatur S, & cylindrus rotatione 


reftanguli ABSD genitus dicatur C, ac mutationes fimultaneae horum folidorum 

>MR : SB /?._! minor 


dicantur AS, AC; erit AS : AC ^ Sed prima ratio poteft fieri 


MR : SB 


major 


quacunque ratione propofita, quae fit ratione jtfg'. 

SB. 

BA 2 ; proinde 
BA s ; .hinc 


Atqui 


lim. AS 
AC 
lim. AC 
lim. AS 


minor 

AC = RM 
C = QBR+BR')RR' 
C = 2BR.RR' 


Proinde (§. 1.) 


= 2 BR.RR'.RM 
= 27r.BR. RR'. RM 


SB.BA'- 

SBBA 1 .tt 


Fafto igitur BR = x, RR' = sx, RM = y. 


eft 


lim. A ^ : 27 T.xy = C 
Ax 3 


SB.RA*.7 t 


= 1 


1: 


Y 3 


unde 




M ' 


$ 
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Fig. 44- 


d ? 

unde — = xnxy\ quae igitur eft aequatio differentialis folidi, fpatio SMAB 
circa axem SB rotato geniti. 

Exemplum 1. Figura SAB fit triangulum reftilineum. Sit AB—b: erit 
SB = itang./f, y — (b—x)tang.A, ^ = 2-nx (b— x) tang. A , 

5 = C+ 7 r(bxx — jX 3 )tang .A. Solidum autem evanefcit, quando x = o; ergo 
C=o, S = 7 rxt 3 ng.A(_bx— fxx)=S.fi( 6 x — }xx)tt. Sit x — b; f\tS=\yr.SB-BA 3 
(uti notum). 

Exemplum 2. Figura SMAB fit quadrans circuli , cujus centrum B, & radii 
BS , BA=r; erit y=Y'(rr — xx), ~ = 27 TxV{rr — xx), S= 7 i(C — \(rr — «)-), 

Sit x = o; fit^Sss^C — §r 3 ): proinde C =* §r 3 , & S= 7 r(£r 3 — §(rr — xx)*)* 
Sit x= r; tum 5 = fr*. 7 r (uti notum). 

Exemplum 3. Figura SMAB fit parabola conica, circa axem SB rotata. 
hb-xx dS fbbx-x 3 \ c ftlbbxx- \x A )\ bbxx-\x* 
p dx V p > ^ p A p 

Sit x = b, erit S = 7 r.l~ = ISB .AB 3 .tt. 

* P 

§. 114. Quoniam paraboloidum & hyperboloidum cubaturae magni funt in 
determinanda folidorum rotundorum capacitate momenti; easdem paulo aliter 
explicare e re efle cenfeo. 

Sit SMM'P' dimidium fegmentum parabolae, cujus aequatio eft y"+n=a"un. 
Per verticem 5 ducatur tangens SA. Segmento SMP & fpatio exteriori ASM 
inlcribantur v. gr. reftangula MPPm, MQQm, Spatio SPm'Q_‘ circa axem SP 
revoluto, rectangulum AlMPm gignit cylindrum fegmento paraboloidico infcri- 
ptum; & rectangulum gignit annulum' cylindricum folido, quod rota- 

tiolie fpatii exterioris SM'(£ gignitur , infcriptum. 

Atqui ratio cylindri MPPm ad annulum eadem eft, quae folido- 

rum M>»XMP 3 , M*'x QM (aMP X Mm ') ; & proinde limes rationis cylindri 
MPP m & annuli MOQm aequalis eft limiti rationis folidorum Mm x MP 3 

6 Mm'xM<?(2MP + Mm'). 

Sed 
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Sed lim. MP 
lim. M>n 
MP 

Ergo lim. MP 2 XMm 


2MP+M1* = i 

Mm = PT 

QM = MP 

Mm. QM(2MP+Mm)=i PT 
' , = m+H 

Proinde lim.cyl .MPPm : ann. cyl. /WQQm' = m+n 


(§• 40.) 


2 

MP 

SP 

2SP (§. 14.) 
2H (§. 42.) 

2 n. Proinde 


etiam 


(§. 15.) Limes rationis fummae omnium cylindrorum paraboloidi infcriptorum, 
ad fummam omnium annulorum cylindricorum folido exteriori MSQ infcripto- 
rum, aequalis e fi eidem rationi conflanti m -f- n : 2». Unde etiam (§.4) 
ratio limitum harum fummarum, nempe ratio paraboloidis SMP ad folidum ex- 
terius SQM, aequalis eft eidem rationi datae. Hinc paraboloides SMP efl ad 
cylindrum SPMQ, uti m + 11 ad m+311. 

2 0 . Spatium hyperbolicum ABPM, cujus aequatio eft y m (o+x) n = b m a n , 
circa afymptotum SP revolvatur. Circumfcribantur v. gr. rcftangula MPPm, 
mQQM’. Cylindrus rectangulo MPPm, & annulus cylindricus reftangulo 
mQQM' geniti, funt inter fe uti folida PP'xMP 2 , M'm.Q M (2MP — Mm). 
Proinde limes rationis cylindri hujus & annuli cylindrici aequalis eft limiti ra- 
tionis horum folidorum. 


Atqui 


Ergo 


lim.MP 
lim. PP' 
lim. MP 
lim.A/P 2 . PP' 


2 MP — M m 

Mm 

Af'p' 


2 

MP (§. 40.) 
MQ (= SP) 


= I 
= PT 
— MP 

M'm.M'<?’(2MP-Mm) = PT : 2 SP (§. 14.) 

= m : 2» (§. 42.) 

Hinc lim.cyl.MPP w : ann. cy\.mQQ'M' = *» : an. 

Proinde etiam ratio fummae omnium cylindrorum , folido rotatione fpadi 
AMPB genito circumfcriptorum , ad fummam omnium annulorum cylindrico- 
rum, folido rotatione fpatii AMQD genito circumfcriptorum, aequalis eft eidem 
rationi conflanti m : 2*»: & proinde folida, quae limites funt harum fummarum, 
& quae gignuntur rotatione fpatiorum AMPB, AMQD , funt in eadem ratione 
data m : an (§. 4.) 




FiR.25. 


4 
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i°. Sit w> 2 n. Erit etiam foi. AMPB > Xo\.AMQ_D , & fo\.A.UPB-fo\..MQ_D 
= cyl. JiRSQ — cyl. A BSD; proinde fol. AMBP : cyl-Af/SQ— cyl. A BSD =2 
m : m — 2«. 

2 0 . Sit m < 2« : erit fol./f JJ/QO > M.AJIIPB , & fol.^QD— fol.vfJt/tfB = 
cyl.ABSD— cyUrPSQ; proinde fol .AMPB : cyl/IBSD— cyl./l//SQ = m : 2 »-«. 

3°. Sit w= 2f». Nihil ulterius inde concludi poteft, nifi quod folida AMPB, 
AMQQ fint inter fe aequalia; & proinde etiam cylindri MPSQ, ABSO fint in- 
ter fe aequales. 


§. 115. Curva generatrix folidi referatur ad focum aliquem per radios 
vectores ad hunc focum dudos, & per angulos, quos radii vedores cum reda 
politione data comprehendunt. Capacitas folidi determinabitur modo fe- 
quenti. 

Sit Sm'M curva ad focum F relata per radios vedores FM, FM ' , & an- 
gulos SFM, SFM', quos radii vedores cum reda FS pofitione data compre- 
hendunt Centro F radio F~S (pro unitate fumto) deferibatur circulus, qui ra- 
diis vedoribus FM, FM' in pundis X, X' occurrat. Tum centrb Aradiis FM , 
FM' deferiptis arcubus Mm, Mm, inferibantur & circumfcribantur curvae fedo- 
res circulares MFm, M'Fm. Solida fedoribus his circa axem SF revolutis ge- 
nita funt inter fe in ratione triplicata radiorum FM, FM'. Sed ratio aequalitatis 
limes eft rationis horum radiorum: proinde & ratio aequalitatis limes eft ratio- 
nis folidorum ab his fedoribus genitorum (§. 4.) ; tantoque magis ratio aequa- 
litatis limes eft rationis alterutrius horum folidorum ad folidum rotatione fedo- 
ris curvae MFM' genitum. 

Sit Fm==.y, FM' = y', FS=r, angulus SFX — x, XFX' = &x. No- 
tum eft, folidi rotatione fedoris circularis XFX' geniti expreflionem elfe 
•|7rr 3 (cof.jc' — cof.x) = |Tr 3 Acof.x. Sit S folidum fedore curvae SFM genitum; 


eft lim. fol .MFJft 
fol .MFm 
hinc YunSoA.MFM' 
fcu lim. AS 


folMFm = 
fol .XFX" = 
fol .XFX' = 
|7ir 3 Acof.x «= 


I, 

r* 

r» 

r* 


(§• I4-) 


Atqui 


Digitized by Google 


*77 


Atqui lim.Acof.x : A* 

Ergo lim. AS 


j;7rr 3 Ax 


et 


AS 
lini. — 
Ax 


| 7 rr* 


proinde lim. 


= fin.x 
= y 3 fin.x 

= y 3 fin.x : r* 

= §wy 3 fin.x : | 7 rr J ; 
<= | 7 ry 3 fin.x 


i (§-?6.) 

r 3 


fo« “ 
dx 


: | 7 ry s fin.x, quae eft aequatio diflerentiali» 


folidi propofiti. 


JP 

Exempla. i°. Sit y quantitas data = r: — = f7rr 3 fin.x, <S=C— *7rr 3 cof.x, 
Sit <S=o, quando x = o: C= |7rr 3 , S *= j7rr J (i — cof.x) = |?rr 3 fin.*|x. 
Sit x = 180 0 : 5 = |^rr 3 . 

2 0 . Sit y = afcc.x (quae eft aequatio ad lineam reftam); 


-p= §»« 3 ti'ec. J x'fin.x = |^a 3 (fec.*xtang.x), A = ]7ra 3 (C-H £fec. 3 x). Sit 


6 =0, quando x = o: C= — S — |wa 3 tang.*x. 

3 0 . Sit y = afec. J jx (quae eft aequatio parabolae conicae): 


= |w*l 3 fec. 6 f»fl n .x* ^7rn 3 fec. 4 £ x ta ng. £x , ,s *a 3 (C+ Jfec. 4 Jx). Sit S=o, 


quandox=o: C= — J, S = §7ra 3 (fec. 4 *x — 1) = |^xa 3 (fec. J Jx+i) (fec.Hx— 1) 
— 3 7rn3 ((^+ OC” - 03 = l7ra(y-fn)(y_ a) = ]ira(yy— aa). 

bb 


4 0 . Sit y 


a+r cof.x 


( quae eft aequatio ellipfeos conicae ) : 


dS 

dx 


" ’’ , Qs;cot.)i , ‘"'')' s ■ ! *( c+ « ' {B < > l »c,jO ' sit s= °’ <Illi,n<l » 


x = o: C= 


e(a+e) 

xJ>Kyy-(. a -'Y-) 


§. II 6. Series Bernoulliana applicari etiam poteft determinationi capaci- 
tatis folidorum rotundorum. 

i°. Quoniam eft (§. 112.) ^ = w.yy; fit per §.36. 

2 5 = T 


.1 


3». 

w 


4 ♦ 


& .1 




_ * 

%> 


1 
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'i? 8 

s = (*yy 
_ 3 fL« 4 f 

3 1.2 y dx 

+ a *i.a.3 l, d*» + W J 


- 2. Ji__(y"- 4 + 3 -, 


_ 

1.2...4 


v d !i 

y ax* 


dy ddy \ 

Ax*/ 


dx ’ dx 

dy d 3 y 


+ 3©0 


+ s 'Txr5 (, ai‘ +4 5'<u5 

X 6 dfy . dy d 4 y . ddy dfy\ 

- a -nr6 (y d^ +s di'ai 4 + I0 d^-^ 


Quffi feries , utut regularis , non femper eft calculo omnium promtifiimo accom- 
modata ; imo & non abrumpitur quibusdam etiam cafibus , quibus alia via ca- 
pacitas folidi terminis numero finitis exprimi poteft. 


J C 

2 0 . Quoniam eft (§. 113.) = mxy\ erit (§. 36.) 

/1 x 3 dy , x 4 ddy x s d 3 y x 6 d 4 y \ 

S = 27 r^— xxy j x...4dx 2 i...sdx* 1...6 dx 4 

Cylindrorum folido rotundo tam infcriptorum quam circumfcriptorum 
fummae eodem modo determinari poliunt, quo reftangulorum fpatio curvilineo 


infcriptorum & circumfcriptorum fummae §. 103. determinatae fuerunt. 


§. 117. Solidorum rotundorum cubatura reduci poteft ad reftificationem 
circuli & ad quadraturam alterius curvae. 

Etenim quoniam eft (§. 1x2.) = 7 ryy; fi defcribatur fuper eodem axe, 

& iisdem axis abfciflis, altera curva, cujus ordinatae y‘ fint quadratis ordinata- 
rum curvae genitricis proportionales; ita ut oy' = yy: erit — = ■nay' , & 

d£ _ y‘- ideoque capacitas prioris folidi erit areae pofterioris curvae propor- 
dx 

tionalis. 

Pono quoniam eft (§. 113.) ~ = wrx y: fi fiat femper oy'= zxy\ capaci 

■ ta 
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tas folidi erit areae curvae, cujus aequatio difTerentialis eft ^ = 9 proportio* 
na lis. 


§. 1x8. Data expreflione capacitatis alicujus folidi rotundi per reftas axi 
ordinatim applicatas, determinari poteft natura curvae genitricis. 

J p 

Exempla. i°. Sit S = 7raax ; ideoque = hinc yy=zaa, y=a) pro- 
inde bafis eft conftans , & folidum propofitum eft cylindrus rectus. 


vir . dS v n * m "I 

a°. Sit S = 7 f~: lunc — (=*W) = W = m ^' 


3 0 . Sit Szzv.^yy: ^(=7ryy) = 7 r.fyy+ 27 rxy^; yy s ^yy+axy^; 




ti-m 


y f yin — C n + m x n - m . 


Caput decimum tertium. 




i 


De fuperficiebus folidorwn rotundorum. >■ 

§. X19. 

£jnea curva quaecunque circa axem aliquem rotata generet fuperficiem cur- 
vam. Dico: rationem aequalitatis limitem effe fuperficierum a chorda & ab 
arcu curvae fimul genitarum. 

Sit SMM' curva, quae circa axem SP rotata fuperficiem curvam generat. 
Dico: rationem aequalitatis limitem e(Te rationis fuperficierum a chorda . MM & 
ab arcu MZM fimul genitarum. 

Per M & M 1 aftae concipiantur reftae Mm & M'm' axi SP parallelae & ar- 
cui MM' aequales, quae fimul cum curva rotatae fuperficies curvas cylindricas 
gignent. Quoniam fingulae partes reftae Mm axi SP parallelae minus ab hoc 
axe didant, quam pars quaelibet arcus MZM'\ fuperficies a refta Mm genita 
minor eft fuperficie ab arcu MZM fimul genita : contra quoniam fingulae par- 
tes reftae M'm' magis diftant ab axe, quam pars quaelibet arcus MZM', fuper- 
ficies a refta M'm genita major eft fuperficie ab MZM fimul genita. Atqui 
fuperficies cylindricae rotatione reftarum Mm, Mm genitae funt inter fe uti or- 
fttf z 2 dinatae 


Fig.31. 
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dinatae MP, MP'; & proinde ratio aequalitatis limes eft rationis harum fuperfi- 
cierum ; & a fortiori ratio aequalitatis limes eft rationis alterutrius harum fuper- 
ficierum ad fuperficiem rotatione arcus genitam. 

Scilicet arcu MZJli' pofito = Az, & fuperficie ab eo genita = AS; eft 
lim.AS : ni . y&z = i : i. 

Superficies rotatione chordae & reftae Mn genitae funt inter fe uti reftan- 

gula Ajf a +Ay a ) 2 ^‘^~ A y & yAz. 

2 


Atqui 

lim.^Aj: 3 ^- Ay s ) : Az = i : z 

(§• 47) 


lim. : y = i : i 

2 


ergo 

lim.V / '(A J e 9 + Ay*). 2 y + ^ :yAz - i : i 

(§• I4-) 

Sed 

lim.yAz : AS = i : 2 » 


ergo 

lim.y’(Ax 5 +Ay*).A!li^ ; As = i ; 27T 

(§• 14) 

feu 

lim.r(i + ^ 3 ) . 2 y+^: W -i: 2 T 

Ajt 9 ^ 2 Ax 

• 

feu 

lim.^ = aTilim^i+^-j)-^^; 
dx txx*' a 



et proinde A £- ~ 2 *yr(i+(^) 3 ); quae eft aequatio differentiatos fuperfi- 
ciei rotatione curvae genitae. 

i°. Arcus MZM' totus fit concavus verfus axem rotationis SP. Quoniam 
arcus major eft chorda ; & partes arcus inter reftas quaslibet axi ordinatim ap- 
plicatas ab axe rotationis magis diftant, quam ab eodem axe diftant partes 
chordae ordinatis iisdem interjacentes : duplici hoc refpeftu fuperficies rotatione 
arcus genita major eft fuperficie , quae rotatione chordae gignitur. 

2 °. Quodfi autem arcus eft verfus axem rotationis convexus; generatim 
de aequalitate aut inaequalitate fuperficierum ab arcu & chorda fimul genita- 
rum ftatui nihil poteft. Nempe quatenus partes arcus duas inter quaslibet axi 
ordinatim applicatas contentae huic viciniores funt , quam partes chordae ordi- 
natis iisdem interjacentes; fuperficies arcu genita minor fit fuperficie a chorda 
genita: dum ex altera parte ob arcum chorda majorem prior fuperficies major 

eft 
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eft pofteriore. Quare hoc cafu aequatio diflerentialis ^=27ryV"(i-f(^) J ^ | 
limitum notione, prouti §. 13. fuit extenfa, nititur. 

§. 120. Exemplum j. Sit yy » rr—xx : ^ = — 1, = L, 

— = 2 Ttr, S =r 2*rx. Nempe fuperficies fphaericae inter duo plana fibi invi- 
dx 

cem parallela comprehenfae funt inter fe uti diftantiae horum planorum. 
Exemplum 2 . Sit y = x tang. ip (quae cft aequatio lineae reftae): 

— = 2 irx tang.<p fec.p , <S = 7rxx tang.<p fec.p = ttxy fec.ip- 
dx 

(|C 

Exemplum 3. Sit yy = 2 px (quae eft aequatio parabolae): — ^ =2 '*y'(pp+yy') 

= 2 TrV'(pp+ 2 px'), s=* 27r(C+-^(w^2J'*)0- Sit5=o, quandox=o; 

C — —{pp, C = 27r( i-( pp+zpx) 2 — [pp) = 1 7»? ( (pHx) — p). 

v 3 P P 

Exemplum 4. Sit yy = — (aa-xx). 

(Ut 

i°. Sit b = a: = ma (quae efl aequatio diflerentialis fuperficiei fphacricae). 

2 0 . Sit 6<a, feu ellipfis gyretur circa axem transverfum ; fit aa—bb=ee: 
„^Lr(~—xx), s = *(C+ — (arcJin.^ + “r(i-!^.ff)\ Sit 

dx aa 'ee e aa aa aa aa'S 

S = o, quando x = o: C = o. Sit x = a: S = 7r^ ; ( arc.fin. i- -f — ) ^ 

— ^(M+^arc.fin.— \ 

l J S v 7 

Obfcrvatio. Arc.fin.I = arc.tang.i = ~ — i-p- + s -p- *“ r'£7+-- • (§?9-) 

Hinc ^arc.fin.^ — <“(i — $ 4 - — £^ + .. •) 

Proinde fafto « = o, 5 = yr^bb+aa) = 2 bbv, juxta Ex. 1. 

3 0 . Ellipfis gyretur circa axem fecundum; unde yy = ^(bb-xx): 

® = 2tt.™Y'( ,> - -hxx), cujus integratio reducitur ad aream hyperbolae 
dx bb v ee 

nicae*feu ad logarithmos. Scilicet 


co- 


Z 3 
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«S = 7r^ ( C+xY'(i- + xx)-f Llog. (Y^-j +*->0+*). Sit 5= o, quando x=o: 

C= — log. W , S = 7T.'^(x V'( !, -+xx)+t -log. . 
e bb '« « 


bb 

7 


Sit x = b: 


— + b 

a = ,.“CJxiV-U>g.i_ 

bb e ee bb 


s= 7r (aa -f- ^log.^-0 7T ( afl fl ^-log. * w («* + ^-log. ^ 7 p- 

Obftrvatio. log./^ti = - + !•— , + + • • • • (§• 6i.) , 

hinc — log.V^tf s=oi(i-hf .— -r • • • •) 
e a~c aa “ 

proinde fafto e == o, 5 = 7r(na+oi) = 27 raa, juxta Ex. i. 

Superficies hyperboloidum , rotatione hyperbolae circa alterutrum axem genitae , 

eodem modo determinantur. 

Exemplum 5. Sit y(a+x) = ab, feu hyperbola conica gyretur circa afym- 

) : utide fafto 5 = o, quando x = 0; 


dS ab , aabb 

ptotum. — * 2 TT-- K(l7 ~ 
r dx a+x (a+x) 4 


' - - -(•X.+S-rt.+^S) + 


(OT-x) 4 -' Y'(^H^+bb) ’ 


• Exemplum 6. Sit y = ^(arx-xx) + arc.fin.v.— , quae eft aequatio cycloidis 

*> T 

vulgaris. Fit ~ = v> r (Y' (ir{ar - x) + r Y'— arc.fin.v.—') : 
dx x r y 

unde S=i2tt( C— - x) Y'ar(ar - x) + tprYaiiir - x ) +■ 2 rY' arx arc.fm. v.^). 

«Jit S— o, quando x = o : C= — l g-rr. Sit x = ar : 5 = g wrr(w. — |). 

§. 121. Quoniam — ? = xrry Y'(i + ( ( i^) ; & normalis expreflio eft 

yve+(^)‘- (§• 1 1 0.) ; quadratura fuperficiei folidorum rotundorum pendet 

*- ab 
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ab normali curvae genitricis. Scilicet fuper axe curvae genitricis defcribatur 
curva talis, ut reftae axi ordinatim applicatae aequales fint (aut proportionales) 
normalibus curvae genitricis iisdem abfciffis refpondentibus. Superficies folidi 
rotatione prioris curvae geniti proportionalis erit areae curvae pofterioris. Ra- 
tio autem harum fuperficierum ea eft, quae circumferentiae circuli & radii. 

Schotiuni. Seriei Bernoullianae ad determinandas tblidorum rotundorum fu- 
perficies applicandae non immoror; quoniam exponentes difTerentiales ordinum 

fucccflivorum quantitatis + adeo fiunt compofiti, ut nulla inde 

utilitas duci poflit. 

§. 122. Ratio differentialis fuperficierum, a curvis ad punftum datum re- 
latis genitarum, eodem modo poteft determinari. Sit nempe angulus SFM=zz, 
& radius veftor /?Af=r; eft a»rfm.* 9 ^(rr+(^.) > ^. Exercitii caufa often- 
dere fufiiciat, quomodo ratio haec differentialis ex priore deducatur. Eli ideo 


9 = rfm.z; igitur 


dy 

a % 


^■fin.a+rcof* 

cU 


rcof.S 


dx dr r r 
J- = -pCof.Z — rlin .3 
da dz 

, ^fin.S+rcof.a 

dy dz 


dx 


-^-cof.z — rfin.z 
dz 


hinc 


*. 

^ ^dxJJ-irz — : — = — az — -t. 


^cof.z— rfin.z 
dz 


% r ^tyy 


dx 

dz 


Atqui — 
dx 


a^Ci+qJp 1 ); 


ergo 


et 


A ~ = 27 rrfin.z^r(rr+(J)=) 


dx 

dS 




dz = ^rfm.zrCrr-f^)^. 


ExtVh 


Fig.iO. 


V 
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s Sit 5=0, quando x=o : 


r— In-W _ atf . fi 4 XJ 0+* 

C- — log. , ^t.—ax y(—+xx)+- log. ff 

* bb ' et et b Vh 


bb 

e 


Sit x — b : 


$ = 7r.°?(bX-+ b l\°g.i 

bb ■ t te bb 

T j 


s 7T (oa+^log.^5) = 7T ( flfl + ^log.A) = 7r(«l + ^log. >^tp. 

Obf, natio. \og.r*L = .... (§. 6i.) 

y o-r a * a 3 3 «5 

hinc ^log.r^t? +3-T + ) 

e a-e * na 3 o 4 


proinde fafto t = o, 5 == 7r(aa+oi) = 27 RM, juxta Ex. i. 

Superficies hyperboloidum , rotatione hyperbolae circa alterutrum axem genit» , 
eodem modo determinantur. 

Exemplum 5, Sit y(a+x) = <ii , feu hyperbola conica gyretur circa afym- 

ptotum. 4^ = 27r-^_V^( 1 + - anbb ~) : unde fafto 5 = o, quando x — 0 ; 
dx a-t-x (0+x) 4 ' 

5 = tt. 4J (r(i+‘i)-ni+ aah L') + log- 




• Exemplum 6. Sit y = Y'(o.rx-xx') + arc.fm.v.— , quae eft aequatio cycloidis 
dS 


vulgaris. Fit = 27 r(y'( 2 r( 2 r-x) + ry'— arc.fm.v.-*^ : 


unde 5 =2 27 T ( C — §(2f ~x)V' 2r(2r-x) + yV' ar[ar -x)+ 2 r V arx arc.fm.v.—^. 
Sit 5 =o, quando x =0: C= — *frr. Sit x = 2r : S = g 7 irr(^-. — §). 

§. 121. Quoniam = nry y(i + ; & normalis expreffio eft 

* r < i+ dP' (§• 11 3.): quadratura fuperficiei folidorum rotundorum pendet 
’ • ab 
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ab normali curvae genitricis. Scilicet fuper axe curvae genitricis defcribatur 
curva talis, ut reftae axi ordinatim applicatae aequales fint (aut proportionales) 
normalibus curvae genitricis iisdem abfeidis rerpondentibus. Superficies folidi 
rotatione prioris curvae geniti proportionalis erit areae curvae pofterioris. Ra- 
tio autem harum fuperficierum ea eft, quae circumferentiae circuli & radii. 

Scholiurn. Seriei Bernoullianae ad determinandas folidorum rotundorum fu- 
perficies applicandae non immoror; quoniam exponentes diflerentiales ordinum 

fucceflivorum quantitatis adeo fiunt com l )ofiti ' ut nulla inde 

utilitas duci poflit. 

§. 122. Ratio diflerentialis fuperficierum, a curvis ad punftum datum re- 
latis genitarum, eodem modo poteft determinari. Sit nempe angulus SFM=z, Fig«a<S, 


i 


& radius veftor FM=r; eft = awrfin.*r(rr+(iL) 3 ). Exercitii caufa often- 


dere fufficiat, quomodo ratio haec diffcrentialis ex priore deducatur. Eft ideo 

A y J 

di 


y = rfin.a; igitur 

dx 


4 ^-fin. 2 -f rcoLz 


x =j rcof.* 


= y-cof.2— rfm.a 
Az d z 


, ^fin.a+rcof.a 
di/ da 

<5 


—cof.a — rfin.a 
da 


ktac r(i+(^)') = 


^ (£)*) ^(|)0 


rfin .4 

OlZ 




dr> 


dx 

dz 


Atqui g = a^jrV( , + (%)■); 

«,go £ = a „r,„,^r ( t, + (^)*) 




;‘St 


£xtVh 
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Exemplum i. Sit r datae magnitudinis: — = 2*rrCm.x, 

Q4 

S =3 2wrr(C— cof. a). Sit S = o, quando a = o: C — i, S= 2arrr(x— cofs) 

ss epnrr fin . 1 J- 3 . 

Exemplum 2. Sit r = <«rec .3 (quae eft aequatio lineae reftae) : 

— a fcc.a tang.a , ^ = reta fec.a fin.a Y'(aa fec . 5 a +<w fec. *a tang. a a) = 
dz ‘ &s 

tang.a fec. a a, S= 7r«a(C+ fec. *a). SitS=o, quando » = o: C= — i; 
S = Traa tang.* a. 

Exemplum 3. Sit r = pfec . a |3 (quae eft aequatio focalis parabolae): 

^ = efec. a ia tang.ia, = 47 r.ppfec. 3 j 3 tang.j 3 , S = C + f^.fec.^a 
da da 

« fec. H 2). Sit 5 =o, quando a = o: C= — 1, 

5 = |7r.pp(fec. s Ja — 1) = ) = | 7 r.(rrpr— pp). 

§. 123. Quemadmodum fuperficies foiidorum rotundorum aequatione curvae 
genitricis determinatur: itavicilfim, expredione fuperfleiei folidorum rotundo- 
rum data, erui poteft aequatio curvae genitricis; uti paucis exemplis oftendam. 

Exemplum 1. Superficies folidi crefcat uti abfeifia axis. 

Fit ideo 5 = 27rrx, & ^ = 27 tr = any hinc x +(^)-= 

/'dyy _ r '‘~yy ■ d* — y • x = C— Y'(rr— yy), quae eft aequatio circuli. 

Mjc' yy ’ dy ^{rr-yy) 

Exemplum 2. Superficies crefcat in ratione duplicata abfeiflae axis. Eft ideo 

*-?*•**. ?'=i' r c + ©’> 

Huic aequationi fatisfacit (in cafu particulari) linea recta , quando nempe 
^ eft ratio conflans, unde & ratio i:jeft conftans. 

Exemplum 3. Curva referatur ad aliquem focum , & fuperficies crefcat in 
ratione radii veftoris. Eft ideo 

S^iirar; — = 2-tto^ = zyrrfm.i^rr + unde 

’ ds cu da/ s 

= rfm.3y"(rr + (^)’), rrfm.**) = r*fin. a 3 , 

d r «_ rrfi n.z cuius aequationis integrationem me exhibere non pofle 

dz Y\aa-rrfm. : ‘z) 

fateor. Caput 
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CAPWT DECIMTTM QtTARTCM. 

De regula Guldini dicta. 


§• 124 - 

J^efta magnitudine data circa axem quemcunque in eodem plano fitum re- 
volvatur. Superficies cylindrica vel conica, rotatione reftae hujus genita, 
aequalis eft reftangulo fub hac linea & fub circumferentia a puncto lineae hujus 
medio defcripta. Proinde fuperficies, a refta magnitudine data circa varios 
axes revoluta genitae, proportionales funt diftantiis punfti ejus medii ab axe 
revolutionis. 

Pariter cylindrus vel annulus cylindricus, a reftangulo circa unum ipfius 
latus, vel circa reftam uni ex lateribus ejus parallelam revoluto genitus, aequa- 
lis eft prismati, cujus balis eft ipfum reftangulum, & cujus altitudo aequalis 
eft circumferentiae, quam centrum figurae rectanguli hac revolutione percurrit 
feu generat. Solida igitur ab eodem reftangulo, circa varios axes uni laterum 
ejus parallelos revoluto, genita proportionalia funt diftantiis centri hujus re- 
ftanguli ab axe revolutionis. 

His exemplis (omnium fimpliciflimis) praemifiis, facile intelligitur , quidfibi 
velit regula capite hoc explicanda. Scilicet lineae vel fuperficies quaecunque 
tam fpecie quam magnitudine datae circa axem aliquem revolvantur: fuperfi- 
-cies vel folida, rotatione hac genita, funt inter fe in ratione compofita ex ra- 
tionibus magnitudinum atque circumferentiarum a punfto quodam , cujus fitum 
magnitudo genitrix determinat, deferiptarum. 

Cum regula haec determinationem capacitatis & fuperficiei folidorum ro- 
tundorum (de qua duobus poftremis capitibus aftum fuit) admodum juvet; 
e re efte cenfeo , fundamenta ejus hoc loco exponere. 

§. 115. Lemma. Sint quotlibct punfta in eodem plano pofitione data , & 
fmt totidem reftae magnitudine datae. Ex omnibus punftis datis demittantur 
in reftam quamlibet in eodem plano fitam reftae perpendiculares. Sumatur 
fumma reftangulorum faftorum ex his perpendiculis & ex lineis magnitudine 
datis refpeftive. Dico: dari in eodem plano punftmn, ex quo fi in eandem 

A a reftam 








* 
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reftam demittatur perpendiculum, reftangulum, fub hoc perpendiculo & fub 
fumma reftarum magnitudine datarum contentum, aequale fit fummae priorum 
reftangulprum. 

fig. 32. Exemplum primum. Sint duo punfta A, B, a quibus in reftam quamcun- 
/ que A B' demittantur perpendicula AA, BB\ Sint etiam duae reftae a, b ma- 
gnitudine datae. Refta AB in punfto Z ita fecetur, ut fit AZ x a = BZ x b ; & 
a punfto Z in reftam Ab' demittatur perpendiculum ZT- Dico: fore 
AA X a+BB'xb = Zr(a + b). 

Conftr. Per Z agatur refta ab ipfi AB' parallela , quae reftis AA', BB' in 
a & b occurrat. 

Dem. Propter fimilia triangula AZa, BZb eft Aa : Bb = AZ : BZ = b : a; 
hinc a(Zr — A A') = b(BB'—ZT); proinde Zr(a+b) = axAA'+b x BB'. 

Exemplum fecundum. Sint tria punfta A, B, C pofitione data, & tres reftae 
a, b, e magnitudine datae; & fint AA, BB‘, CC" perpendicula in reftam quam- 
cunque demifla. 

Punfto Z refpefttt punftorum A, B ita determinato, ut fit ZT(ai-b) = 
AA'xa + BB'xb ; determinetur punftum Z' refpeftu punftorum 7. !, C, ita ut 
2‘r‘(cH-b+c) = 2r(«+b)+CC'xc: erit ZT’(a+b+e)=AA'xa+BB'xb+CC'xc. 

Exemplum tertium. Sint quatuor punfta A, B, C, D pofitione data, & qua- 
tuor lineae a, b, e, d magnitudine datae. 

Determinetur punftum Z' refpeftu punftorum A, B, C (juxta exemplum 
fecundum); tum determinetur punftum 2 * refpeftu punftorum Z', D, fic, ut 
Z“T’ (a+b+c+d) — Z1 (a+6+c) + DD xd: erit Z’T ' (a-t-t-pr-f-d) = 
AAx<t-PBB'xb + CC‘x.c + DD'xd. 

Ex his exemplis patet methodus generalis procedendi ac demonftrandi. 
Propofitione nimirum evifta pro punftis quotlibet » pofitione datis, & pro toti- 
dem reftis magnitudine datis; eadem etiam vera effe demonftratur , fi tam pun- 
ftorum quam reftarum numerus unitate augeatur. Cum igitur vera fit propo* 
fitio de paucis punftis & reftis ,2, 3, 4 . . . .; ea etiam vera ell pro quinque 
punftis : inde pro fex , & fic deinceps. Ideo femper determinari poteft punftum 

2 tale, ut fit axAA+bxBB'+cxCC'+....lx.LL‘=ZZX* J t -b++t +.. ..+/). 

Scholium. 
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Scholiuw. Quoniam punfti Z in plano politione dato litus determinatur per- 
pendiculis, quae in duas reftas politione datas, fe mutuo fecantes, ab eo du- 
cuntur ; demonllrandum elt : quod, fi praecedens propofitio locum habeat pro ejus- 
modi duabus reflis , eadem quoque valeat pro alia quacunque recta. 

Et primo quidem praedifla aequatione locum habente pro refla qualibet 
politione data, eadem valet pro quavis refla priori parallela; cum utrumque 
aequationis prioris membrum ita augeatur vel minuatur reflangulo fub dillan- 
tia duarum parallelarum & fub fumma a+i + r+rf-f . . . +1. 

2°. Sint duae reftae SN, SN' fibi invicem perpendiculares; & demonllra- 
tum fuerit duas aequationes fequcntes locum habere : 

aXAA'+bxBB'+cX.CC'4- . . . IxLL' = ZZ'(a+b + t+d+ 
a*.SA“+h<.SB' +exSC‘ + . . . IxSL' = SZ\a+b+t4-d+ .../). 

Ducatur per S refla quaevis SN", in quam demittantur perpendicula A/f, 
BB", CC", DD‘... LL\ ZZ"\ dico, fore etiam ax AA + bxBB"+cxCC"+... 
/X LL’— ZZ (a+ft-t-f + . 

Etenim quam facillime demonfiratur (five immediate, five ex primis tri- 
gonometriae planae principiis de finu & cofinu fummai ac differentiae duorum 
angulorum) efie AA" = AA'cotNSN — SAfm.NSN’ 

BB’ = BB‘co[.NSN‘— SB'{\n.NSN" 

CC" = CCcof. NSN’ —SCTm.NSN" 




LL" = JLLcof. NSN"~SL'fm.NSN" 
ZZ = ZZ'coLNSN’—SZ'Cm.NSN". 




Proinde 


F‘K-34. 


«x^ + »xs^xcr+, + /x^^ 

= («+ t+c+..iyzz". 

3°. Vicifiim: fi propofitio locum habet pro duabus reflis SN, SN", eadem 
locum habet pro tertia refla SN' uni priorum perpendiculari & per S dufla. 
Propofitione igitur pro duabus quibuscunque reflis fibi mutuo occurrenti- 

Aa a bus 
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bus ftabilita, eadem vera eft pro alia quacunque rcdta; five transeat per pun- 
ftum occurfus priorum, five non. 

Obftrvatio. In enunciatis praecedentibus fuppofui, pundta data jacere ad 
easdem partes rete , in quam perpendicula aguntur. Si fecus fuerit : mutatis 
lignis perpendiculorum ex pundtis ad diverfas ejusdem rete partes fitis demif- 
forum; quaecunque de fumma didta fuerunt, applicantur exceflui, quo fumma 
redtangulorum , pundtis ab una hujus lineae parte fitis refpondentium , fuperat 
fummam reliquorum. Quo monito praeiniflo, in fequentibus pariter de fumma 
tantum dicere fufficiet; quafi omnia pundta ad easdem rete, in quam perpen- 
dicula aguntur, partes jacerent. 

§. 126. In Mechanica oftenditur: pundtum Z commune eflTe gravitatis «*• 
truin totidem maflarum o, b, c, . . . I, quarum lingularum centra gravitatis 
fint A, B, C, • • • L. Qua pundti Z denominatione hic etiam (brevitatis 
caufa) uti liceat. 

Itaque punctum rete magnitudine datae medium efl centrum gravitatis 
hujus lineae; & fuperficies, quam recta magnitudine data circa axem quem- 
libet revoluta generat, aequalis e(t rect angulo fub hac redta & fub circumfe- 
rentia , quam centrum gravitatis ejus rotatione hac defcribit. 

Item centrum figurae cujusvis redtanguli fimul e(t ejus centrum gravitatis; 
& folida rotatione redtangulorum circa axes quoscunque, uni ex lateribus eorum 
parallelos, genita funt in ratione compofita ex rationibus ipforum redtangulo- 
rum atque circumferentiarum , quas earum centra gravitatis defcribunt. 

Sint quotlibet rete in eodem plano pofitione ac magnitudine datae, quae 
fimul circa axem quemlibet revolvantur. In pundtis redtarum harum mediis 
fingantur maflae fingulis redtis proportionales, & quaeratur centrum gravitatis 
commune harum maflarum. Summa fuperficierum a redtis illis rotatione hac ge- 
nitarum aequalis efl redtangulo fadto ex fumma harum redtarum, & ex circumfe- 
rentia ab communi maflarum harum centro gravitatis eadem revolutione percurfa. 

Sint quotlibet redtangula in eodem plano pofitione & magnitudine data; 
fic ut fingulorum horum redtangulorum unum latus fit rete alicui pofitione 
datje parallelum. Redtangula haec fimul revolvantur circa axem rete huic 

paral- 
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parallelum. Tum in centris figurae horum reftangn lorum concipiantur mafTae 
iisdem proportionales, & quaeratur centrum gravitatis commune omnium ha- 
rum maflarum; folidum ab reftangulis his revolutione illa genitum eft in ratione 
compofita ex fumma reftangulorum , & ex circumferentia a communi gravita- 
tis centro revolutione liac genita. 

§. 187. Lemma notum. Trapezium AA'B'B, cujus anguli i?, B' funt refti, 
rotetur circa latus A'B' ; folidum revolutione hac genitum eft ad cylindrum 
ejusdem altitudinis A'B' , & cujus radius bafeoseft r, ud a +AA xBB +BB * 

ad r 1 . Proinde , pofita vr dimidia circumferentia circuli , cujus radius eft unitas, 
capacitatis folidi hujus cxprelTio eft ABy. A A A x BB -f B B_ ^ 

Theorema. Reftangulum quodcunque circa axem quemcunquc extra reftan- 
gulum in plano ejus fitum revolvatur: dico, folidum rotatione hac genitum effe 
in ratione compofita ex magnitudine reftanguli & ex circumferentia a centro 
ejus rotatione hac genita. 

Sit ABCD reftangulum , cujus centrum S, quod revolvatur circa axem 
AD' extra illud in plano ipfius fitum; ex 5 demittatur in hunc ax*em perpendi- 
culum 5 i': dico, folidum rotatione reftanguli ABCD circa axem AD genitum 
e (Te in ratione compofita ex reftangulo ABCD, & ex circumferentia, cujus ra- 
dius eft SS) feu expreftionem capacitatis hujus folidi efTe ABCDxSSYivr. 

Sint a, b, e, d punfta media laterum AB, BC, CD, DA. 

Ex omnibus punttis A , B, C, D, a, b, c, d, demittantur in axem 
A'D' perpendiculares AA, BB', CC\ DD‘, aa', bb\ et', dd'. Sit <p angulus, fub 
quo SS' inclinatur ad latera oppofita reftanguli AB, CD. 

Solidum rotatione reftanguli genitum eft exceftus , quo folidum rotatione 
fpatii AABCC' genitum fuperat folidum genitum rotatione fpatii A ADCC'\ 
jeu fol .ABCD = M.AABB'—M.D'DCC'+M.B'BCC‘—[oI.AADD' 

. ., D ,f A‘A*+AAxBB'+BB'* 

= ^tt.AB \_(DD i +D'DxCC' + CC'*) 



+ \it.AD^ 

A* * 


BB*+B'BxCC'+CC' % \ 
-(AA-+a'A X DD '+DD ' 1 ) f 

Aa 


3 



Fig.32. 
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r 1 

2=\tt-abA (BB >2 -nri 1 ).(rc'*. AA 'iy ^ llB ' Ar 'l A ')*-{BB'-AA) i (CC+DDf-lCC-DD ) 2 

L 4*4 

^\n-ADJAnR i .r,^'*y^ cc 'i- AA 'iy ^ BB '+ c C) 1 <BB'-Cc‘) 2 J,AA+DDy-(AA-DD)- 
L 4 4 

-l^-A 'b'\ 2 SS\BB'- dd') - 2 ss\cc'- aa')+ss'(bb'+ a a'- cc'-dd')] 

+i^A l D‘{2SS\BB , -LD'y^2SS'iCC'-AA , )+SS\BB'-AA'+CC'-DD‘)} 
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Atqui ) = BCfin.f j tem a'b' = AB fin.p 

(bb'~ cc) = ABcof.ip a'd' = BCcof.p 

Itaque 2tc.a'b'. SS(aa'-cc') , >4B. BC fin.^ip 

+22r.^ , u , .&s , (W , . d< i 1 ) ~ OT ‘ ,S ' SX + ^BXBCcor.* < p “ 2,r - tS ' S '-^ B BC = 
== ABCDSS-nr. 


Corollariam primum. Reftanguia quotcunque circa eundem axem revolvan- 
tur: fumma folidorum, quae rotatione reftangulorum horum generantur, aqua- 
lis eft prismati, cujus bafis eft fumma horum reftangulorum, & cujus altitudo 
eft circumferentia percurfa a centro gravitatis communi totidem maflarum in 
centris reftangulorum coadunatarum fxngulisque reftangulis proportionalium; 

quod punftum dicitur centrum gravitatis commune omnium horum reftangu- 
lorum. 

Corollariam fecundum. Sint quotcunque reftanguia pofitione & magnitudine 
data, quae circa axem quempiam revolvuntur. Solidum rotatione hac geni- 
tum proportionale eft diflantiae centri gravitatis communis omnium reftangu- 
lorum ab axe rotationis. 

Seholium. Modo haud multum abfimili demonftratur : folidum a parallelo- 
grammo obliquangulo circa axem quemcunque revoluto genitum aequale eflfe 
prismati, cujus bafis eft ipfum parallelogrammum, & cujus altitudo aequalis 
eft circumferentia» a centro figurae parallelogrammi rotatione hac genitae. Et 
luuilia inde neftuntur corollaria. 
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§. n8. Solidum , factum ex aliqua figura atque eS diftantia centri gravi- 
tatis figurae ab aliqua refla, vocatur momentum figura refpeftu hujus reflas. Pro- 
inde momentum alicujus reftanguli refpeftu axis, circa quem rotatur, eft ad 
folidum ab eodem reftangulo hac rotatione genitum in ratione conflanti ; nempe 
in ratione radii ad circumferentiam, feu ut i : 27 r. Et momentum quotlibet 
reftangulorum refpeftu axis, circa quem rotantur, eft ad fummam fpatiorum 
folidorum ab iisdem reftangulis hac rotatione genitorum , in eadem ratione 
conflanti. 

Pariter reftangulum , faftum ex aliqua linea atque ex diftantia centri ejus 
gravitatis a refla quapiam, dicitur momentum prioris linea refpeftu poflerioris; 
& reftangulum, faftum ex fumma quotcunque linearum & ex diftantia commu- 
nis earum centri gravitatis ab aliqua refta , vocatur momentum harum linea- 
rum refpeftu hujus reche. Proinde fi retias quotlibet circa axem quempiam 
revolvantur, momentum harum retiarum refpeftu hujus axis eft ad fummam 
fuperficierum , quas eaedem lineae hac rotatione generant, in praedifta ratione 
conflanti, i : zt. 

His praemiftis pergo ad fuperficiem, a linea quacunque circa axem ali- 
quem rotata genitam, & ad folidum rotatione cujuscunque figurae circa axem 
aliquem genitum. 


§. 129. Brevitatis caufa denotent S.R, S.F folida a reftangulis figur® 
alicui inferiptis aut circumfcriptis , & a figura ipfa rotatione circa eundem axem 
fimul genita; porro denotent MR, M.F momenta horum extenforum refpeftu 
hujus axis; G.R, G-F diflantias centrorum gravitatis horum extenforum ab 
eodem axe; &sl.R, A.F areas horum extenforum. 

i°. Eft M.F(=AF*G.F) = lim.Af R 

=s lim .(yi.RxG.R') 

= lim./f.^x lim.G.^ 

= j1.Fy.\\m.G.R 

proinde G.F =3 lim.G . R. 



a°. Eft 


* 
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a°. Eft S.F = hm.S.R 

= 2T.lim.Af- R 

=3 2T.lim.(/tf -/?xG.A?) 

= 2T.lim.^./?xlim.G.if 
= vt.A.FxG.F 
= 271 XM.F. 

Proinde /olidum rotatknt figura F genitum aquale tjl fokdo faffo ex hae figura 
atque fx circumferentia a centro gravitatis ejus rotatione hae genita; /eu /olidum a figura 
F genitum efl ad momentum ejus refpeclu axis rotationis in ratione confianti circumferen- 
tia circuli ad radium; & /olida rotatione ejusdem figura circa varior axes genita fiunt 
inter fi uti dijlantia centri gravitatis hujus figura ab iisdem axibus. 

Eodem modo /uperficies rotatione alicujus linea circa axem quempiam genita 
aqualis eft rcEhmgulo , fallo fub hac liuea & /ub circumferentia a centro gravitatis ejus 
rotatione hac genita; /eu /uperficies hac eft ad momentum linea grnitricit refpe&u axis, 
circa quem rotatur, in ratione confianti circumferentia cireuli ad radium, (a) 

§• 130 - 

(aj Theorema hoc, fupprefla dcmonftratione , Pappus jam fub finem Prcefatianis Lib. 
VII. ColteS. math. expofuit his verbis : O txv rtXuuv ufiftoifixw hoyoc svnjTTti 
•X Te rw ufxqo.Sfj.aTan/ nui tuv »ri T te ugsvuc tfioiuc xurifyptvtn’ tvSeiuv uro tu V 
tv au.ro. c xtvT(o$u(t*tM er^eimv. O is tuv utsXuv sx re ruv aix<pois/x*Tuv xui ruv 
rsp iqtfsim , oeuc «vonjas tu tv uvtoic xtvTfoftufixu <rjj /xeiu. Quae Halleius ( Apol- 
lonii De feffioite rationis (I /patii Libri. Oxon. 1706.) ita vertit: «Figurae per- 
„ fefto gyro genitae rationem habent compofitam cx ratione gyrantium & ex ilia re- 
„ ftarum fimlliter ad axes duftarum ab ipfarum gyrantium gravitatis centris. Ratio 
„ vero incompleto gyro genitarum fit ex ratione gyrantium & arcuum , quos de- 
«fcripfere earundem centra gravitatis.,, Commandimus (Pappi mathemat. ColltS. 
Pifauri 1588.) verterat : ,, Perfcflorum utrorumque ordinum proportio compofita eft 
„ cx proportione amphismatum & reftarum linearum fimiliter ad axes duCkarum a pun- 
,,ftis, qua: in ipfis gravitatis centra funt. Iroperfeftorum autem proportio compo- 
,, flta eft ex proportione amphismatum & circumferentiarum a punftis , quae in ipfis 
„funt centra gravitatis, .fafiarum.,, Keplehu» (Nova Stereometria doliorum. 
Lincii 1615. P. i. Theor. XV 111 . fq.) omnem annulum , genitum rotatione cujuslibet 
figurae fymmetrieae circa axem diametro figurae parallelum , five extra figuram fitum, 
five perimettum ejus contingentem, mqualem efte oftendit cylindro, cujus altitudo 
«tquet longitudinem circumferentiae , quam centrum figurae circumductae defcripfit , 

bafis 
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§. 130. Hinc deducuntur methodi centrum gravitatis cujusvis figurae de- i 

terminandi. Nempe determinetur folidum rotatione figurae hujus circa axem 
quemlibet genitum; quod transformetur iu prisma, cujus bafis fit ipfa figura 
rotata; altitudo hujus prismatis imminuta in ratione circumferentiae ad radium 
erit diftantia centri gravitatis hujus figurae ab axe rotationis. Et proinde cen- 
trum gravitatis ipfum determinabitur, fi determinentur folida rotatione figurae 
hujus circa duos axes (fibi invicem non parallelos) genita. 

Vicifiim, centro gravitatis figurae alicujus pofitione dato , determinantur fo- * 
lida rotatione figurae hujus circa axem quemlibet pofitione datum genita. 

Eadem applicantur ad fuperficies rotatione alicujus lineae circa duos axes 
genitas. 

Quodfi autem figura fymmetrica eft, feu axem aliquem figurae habet: 
quoniam centrum gravitatis ejus in hoc axe fitum eft , ut pofitio centri hujus 
determinetur, fufficit momentum figurae quaerere, refpefiu unius rectae , v. gr. 
refpectu lineae, quae fit axi huic ordinatim applicata. 


Caput decimum quintum. 

De folidis earumque fuperficiebus in genere, et de curvis duplicis 

curvatura. 

^olidorum rotundorum proprietates tum a figura genitrice , tum a pofitione 
axis, circa quem figura haec rotatur, pendere, in tribus capitibus praecedenti- 
bus abunde fuit declaratum. Solida haec praecipue mathematicos occuparunt. 

Dantur autem innumera alia a folidis rotundis diverfa ; quorum potiores duas 

fpecies ' ■ 'i 

bafis vero eadem fit eum feftione annuli. Gd-onfcs (De centro gravitatis. Lib.II. 

Vienna: 1640. Cap. VHJ. Prop. II.) regulam , quam vocat . generalem compofitionis 
poteftatum rotundarum hanc tradidit , fed per inductionem tantum comprobavit : 

„ Quantitas rotunda in viam rotationis (lineam circularem, quam in rotatione de« 

. ,, feribit centrum gravitatis magnitudinis rotata:) duCta producit poteltatem rotundam 

„uno gradu altiorem poteftate live quantitate rotata.,, Demtmft rationes regula:, 
qua: ad Guldinum tanquam inventorem referri confuevit, varii deinde varias pro- * 
pofuerunt. Conf. Montucla Hifi. des Math. T. II. p. 19, fqq. 

B b 
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fpecies prunum breviter pertractare , tum generatim de iliis disquirere non alie- 
num ab re erit. 

§.131. Sit figura quaecunque plana pofitione & magnitudine data. Re- 
fta quaepiam ita moveatur, ut fibi femper parallela maneat, & ut aliquod ejus 
punftum circa perimetrum figurae hujus progrediatur. Singula reftae hujus 
puncta deferibunt linens perimetro figurae datae parallelas, eidemque fimiles & 
aequales: proinde folidi hoc modo geniti feftio, plano quocunque figurae datae 
parallelo fafta, aequalis & fimilis eft huic figurae. . Superficies a refta mobili 
genita dicitur /«perficiet cylindrica ; & refta mobilis dicitur ejus latus. Figura 
data, & feftio folidi, plano figurae huic parallelo & per alterum lateris extre- 
mum transeunte fafta , dicuntur bafit folidi. Solidum ipfum , bafibus & fuper- 
ficie cylindrica terminatum , dicitur cylindrus feu folidum cylindricum. Cylin- 
drus eft reShit aut obliquus , prouti latus eft bafi perpendiculare aut obliquum. 
Diftantia bafium cylindri dicitur ejus altitudo. 

Solidum cylindricum limes eft prismatum ipfi circumfcriptorum aut inferi- 
ptorum. Sed capacitates horum prismatum funt in ratione compofita ex ra- 
tionibus bafium & altitudinum eorum; & bafes folidi cylindrici funt etiam li- 
mites bafium horum prismatum: proinde etiam folida cylindrica funt in ratione 
compofita ex rationibus bafium & altitudinum ipforum. Ideo denotante S ca- 
pacitatem folidi cylindrici, B bafin ejus, & H altitudinem; erit S = BH. 

Proinde quotiescunque area bafis folidi cylindrici terminis finitis exprimi 
poteft; capacitas quoque folidi cylindrici accurate determinatur. 

Pariter fuperficies cylindricae reftae funt in ratione compofita ex rationi- 
bus perimetrorum bafium, & altitudinum. Superficies autem cylindricae obli- 
quae pendent a perimetro feftionis cylindri, plano ipfius lateribus perpendicu- 
lari faftae. 

§. 132. Solida inter, quae a cylindricis originem ducunt, ea contemplari 
fufficiat, quae cylindrorum reftorum (inprimis) feftione bafi obliqua generantur. 

Sit nempe AI B refta quaecunque in plano bafis cylindri refti afta; & fit 
ANN'B fegmentum bafis refta hac AB ahfciflum. Cylindrus fecetur plano per 

AB 
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AB transeunte; fitque AMKtB feftio fuperficiei cylindrica» plano hoc fafta. 
Solidum, fuperficie cylindrica ANN'BM' M , & fegmentis ANN'B, AMM'B com- 
prehenfum, vocatur tono -cuneus vel ungula cylindrica. 

In plano bafis ducatur refta quaevis NP ipfi AB perpendicularis; per NP 
agatur planum bafi perpendiculare; & fit MNP feftio ungulae plano hoc fafta. 
Trianguli reftanguli MNP angulus MPN aequalis eft angulo inclinationis duorum 
planorum ANN B, AMM B, qui fit p; & proinde omnes feftiones pari modo 
faftae dantur fpecie; nempe eft NM = NP tang. p , NM'= N’P' tang.p. 

Capacitas ungulae cylindricae Umes eft capacitatis ungularum prismatica- 
rum, quae oriuntur ex feftionibus fimul faftis prismatum folido cylindrico in- 
fcriptorum aut circumfcriptorum. Capacitate igitur ungulae pofita =5, axis AB 
abfcifta AP = x, & NP=y ; fit = Jyytang. p: proinde ungulae capacitas 
ab integratione hujus formulae pendet. 

Exempla. Solidum cylindricum fit cylindrus circularis reftus; & refta AB 
fit diameter 2r bafis cylindri. Erit yy = 2rx— xx; = £(2rx—*x) tang.p; 

S = C + I ( rxx — Jx 3 )tang.p. Atqui 5 = o, quando x = o; proinde 

5 ~ Jx*(r — \x) tang. p. Sit * = 2 r: erit S= 2rr(Jr) tang. p = Jrr.r tang.p. 
Cubatura fohdi hujus accurate obtinetur, neque a quadratura circuli pen- 
det. Par ratio eft ungularum cylindricarum, quarum bafes funt ellipfes conicae, 

6 AB alteruter earum axis, v. gr. transverfus 2 a. Tum fcilicet ytj = —(2ax-xx ) ; 

bb ^ 

unde S= J — . tang. p.xxfa — Jx). Sit x = 2 a; erit S= 2Wtang.1p.Ja = 
na 

jab . b tang. <p. 

Idem dicatur de ungulis ex feftionibus cylindrorum parabolicorum & hy-'" 
perbolicorum genitis. 

Obfenatio. Ex formula ” = \yy tang. p fequitur : ungulas , feftionibus 
dx 

ejusdem folidi per eandem in bafi reftam transeuntibus faftas , inter fe efle uti 
tangentes angulorum p. Verum haec ratio tantum fubfiftit , quamdiu tang. p 
eft poffibilis , feu quamdiu planum AM 1 VC B cylindri lateribus occurrit. Quando 
autem anguli p tangens fit impolfibilis , feu quando angulus p fit 90 0 ; figni £ 

Bb 2 feu 
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feu oo introduftione monemur: non amplius de ungulis agi polle; nec formu- 
lam pro ipfis traditam pofle ad capacitatem folidi , plano bafi normali a cylin- 
dro abfcifti , determinandam applicari. 

§. 133. Aquatio differentia lis fuperficiei curvae ungularum ex iisdem 

principiis deducitur. Sit nempe a arcus AN fegmenti bafis ANNB, & fit S 

fuperficies curva ungulae; fit ~ = MNzzy tang.ip: unde, res ad calculum in- 

cU 

tegralem reducitur. 

Exemplum primum. Solidum cylindricum fit cylindrus circularis reftus, & 

i t 

fit AB = 2r diameter bafis ; erit~?=— : hinc — = rtang. <p; S=rxtang.a. 

da y dx 

Sit x = 2 r; erit 5= 2rrtang. p = 2rx rtang. proinde hoc cafu etiam fuper- 
ficies curva ungulae abfolute habetur. 

Scholium. Eadem, quae §. praecedente, de impolfibilitate applicationis ha- 
rum formularum ad cafum , quo <p = qo°, obferventur. 

Exemplum fecundum. Solidum cylindricum fit cylindrus ellipticus, & fit AB 
axis alteruter ellipfis. 

i°. Sit AB = 2a axis transverfus, 2 b axis fecundus, fitque aa—bb^ee; & 

abfeifise x axis AB fumantur a centro: erit ^ = ^tang.«"/Y- xx); cujus 

d x aa 'et 

formulae integratio non ab reftificatione ellipfis, fed a quadratura tantum circuli 
pendet. Nempe eft S= arc.fin.— + e ^y'^l — tang. <p. 

Sit x=o; fit 5=|^i-arc.fin.^-+fli)tang.<p, & fuperficies integra AMM'BN*N 

eft (— arc. fin.-d-a6)tang.$. 

M A 

r* 

Scholium. Arc.fin. i = L — ^+Al — . , . . . (§.'79.) hinc 

— arc.fin.— = ^-(1— — ....): proinde cafu, quo*=o, feu quo 

e a b bb b 2 * 4 S 

bafis eft circulus, fit S = (aa+ ab) tang. p = aaatang.f (ut prius). 

2 0 . Sit AB axis fecundus = 2 fc: erit ^ = ~t&ng.aV'( , L. 4- xx); cujus 

dx bb V ee 

formulae integratio non a reftificatione ellipfis, fed ab quadratura hyperbolae 
feu a logarithmis pendet. Nempe eft 

S = 
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« -f xx) 4 - x 


S = tang. (f>(x Y'(— + xx) + — log._2i£ 
bb ' ' ee « 


bb 

e 


Sit x = b; fuperficies integra eft ^tang.$(^+^Iog._£__ 




= (<m + — log.^y^^tang. <f — (aa + ~log. V^^tang. <p = 

bba. 


I + 1 
a 


(oa + ‘y-log. V 

' i— - 

n J 


tang. <p. 


i+i 


StholiUm. Log. Y'- 


^ e 

a 


ai + 

a 


* 4 - 


| 3 

•I — 4 “ 


(§.6i.); 


l!? + 


.) 


hinc *£log.r M -±! = W(* + i-- 

e a— e aa “ 

Unde, fafto e = o, fuperficies propofita eft 2<iatang . <p (ut prius). 

Eodem modo oftenditur: fuperficiem ungularum parabolicarum aut abfo- 
lute haberi, aut ad logarithmos reduci; & fuperficies ungularum hyperbolica- 
rum (feftione per alterutrum axem genitarum) a reftificatione hyperbolae non 
pendere. \ 

§. 134. Solida conica aliud conftituunt folidorum genus, quorum confi- 
deratio frequenter occurrit. 

Sit figura quaecunque plana pofitione & magnitudine data. Sit etiam pun- 
ftum quodvis extra planum figurae pofitione datum ; & refta per hoc punftum 
dufta circa perimetrum figurae rotetur. Refta haec ita revoluta gignit fuperfi. 
titm conicam, cujus vertex eft punftum datum. Refta ex vertice ad punftum 
aliquod perimetri bafis ducta coincidit cum linea genitrice ea pofitione, qua per 
punftum hoc perimetri bafis transit; ideoque refta haec tota in fuperficie co- 
nica jacet , & dicitur latus fuperficiei conicae. Solidum , figura data & fuper- 

Bb 3 fide 
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ficie conica terminatum , dicitur conus , feu (olidum conicum ; & figura ipfa ejus 
baftt. Refta ex vertice in planum bafis perpendiculariter demifia vocatur altitudo 
coni. Si bafis habet centrum figurae, & altitudo coni plano bafis in hoc cen- 
tro occurrit; conus vocatur n&us : fi fecus; conus eft obliquus. 

Si conus plano fecetur bafi parallelo: figura feftionis bafi fimilis eft; & 
dimenfiones homologae feftionis ac bafis funt inter fe uti diftantiae plani fecan- 
tis & bafis a vertice coni. 

Sint duo coni aequealti; bafes eorum in eodem plano jaceant, ita ut ipfi 
fint verfus easdem hujus plani partes fiti. Altitudo communis duorum cono- 
rum dividatur in partes quotcunque aequales : & utrique infcribantur ac cir- 
cumfcribantur prismata aequealta ad normam § primi exempli tertii; quorum 
bafes fint figurae fimiles feftionibus fimul infcriptae aut circumfcriptae. Duo 
prismata in utroque cono fibi invicem refpondentia ( feu a vertice coni aequali- 
ter diftantia ) funt in ratione conftanti bafium fuarum , feu in ratione figurarum 
bafibus conorum fimul infcriptarum aut circumfcriptarum ; proinde & fummae 
horum prismatum funt in eadem ratione conftanti. Quare & limites harum 
fummarum, nempe duo coni, funt uti limites figurarum bafibus infcriptarum 
& circumfcriptarum, feu ut ipfae bafes. Ratio igitur duorum conorum aeque- 
altorum aequalis eft rationi bafium eorum. 

Atqui ratio bafium aequalis eft rationi cylindrorum aequealtorum bafibus 
illis inliftentium. Proinde coni aequealti inter fe funt uti cylindri aequealti iis- 
dem bafibus infiftentes. 

Sed conus circularis eft pars tertia cylindri circularis aequealti fuper ea- 
dem bafi. Proinde conus quilibet pars eft tertia cylindri aequealti eidemque 
bafi infiftentis. , 

Determinatio igitur capacitatis cujusvis folidi conici reducitur ad determi- 
nationem bafis. 

§. 135. Secus autem res habet quod ad fuperficiem folidorum conico- 
rum. Notum eft , fuperficiem coni refti circularis a circumferentia circuli pen- 
dere. Determinatio autem fuperficiei coni circularis obliqui (cujus inveftiga- 

tioni 
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tioni tot tantique mathematici incubuerunt ) nequidem ad reftificationem feftio- 
num conicarum terminis finitis poteft reduci. 

OmilTis cafibus particularibus, quibus compendia quaedam poliunt indaga- 
tioni fuperficierum conicarum adhiberi, methodum omnium univerfalilfimam 
disquifitionem hanc inllituendi ftriftim exponam. 

Sit A ME bafis coni; 5 vertex ejus; SP ipfius altitudo, quae plano bafis in Fig.37. 
P occurrit. Plano bafis circumfcribatur figura quaecunque reftilinea ; per lin- 
gula figurae bafi circumfcriptae latera & per verticem coni agantur plana ; quae 
conftituent fuperficiem pyramidis cono circumfcriptae. Sit M punftum conta- 
ftus unius ex lateribus; in quod ex vertice 5 demittatur perpendiculum ST. 

Sit c latus figurae bafin in M contingens. Ducantur SM, PM reftae. Super- 
ficies trianguli, cujus hoc latus eft bafis, & cujus vertex S, eft {ex ST =1 
{c x SMftn.SMT In angulo folido M, cujus acies funt MP, MS, MT, duae 
facies SMP, PMT fibi invicem funt perpendiculares: proinde cof.SMT=s 
cof. PMT cot.SMP; & fin.S/HT= r(i— coi 1 PMT colASMP). Superficies co- 
nica ponatur = S, & &xcusAM=:z: erit ^ = {SMlA^i — coi 1 PMT coi 1 SMP) 

a ^{SM^PM 1 coi 1 PMT) 

= PMT). 

Atqui ex aequatione data bafis datur angulus PMT per PM & per angulum 

/j» , 

APM v. gr. ; daturque etiam exponens differentialis : proinde res ad cal- 
culum integralem femper reducitur. 

Exemplum. Bafis fit circulus, cujus centrum C, & radius CM; & pun- 
ftum P jaceat intra circulum. Erit fin. PMT = cof. CMP; PMCrn. PMT = 
PMco(.CMP= CM—CPcolMCP. Sit CM=i t, SP= h, CP= o, MCP=zz: erit 
^ = {r 7 r (hh + rr — 2<ir cof . z + aacol 3 z). Sit hh -f rr=zbb; jr = r; fit 

« {rr(bb-acolz(t-acolz)) = {brT( 
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ibr 1 1 — . I acor.^ e —ncoU ) 

i I IMC0f. 3 2i(f— ocof.s)* 

^ H F 

- ?Tf - 

_ i. 5. o‘ , cor. 4 s(r— acof.a) 4 

, i" i P “ 

i z a 5 cof. s s(f— ocof.a) 5 

i 6 ^ ^ 

_ - - " “ - } 

Unde, fumtis integralibus arcui a = i 8 o° refpondentibus, fuperficies integra 
coni obliqui, fit 


bb 

-iaoff+I^Ja 4 

t i 2 4 


H i 4 • 

3.H n 4 « + Lilin<» 

+i-H V-" 

iio 4 H + i . 1 5 fl» 

_ i 4 34 2 6 2 8 

— !•••! p 

, i Z 2 6 2* 2 10 

+ f ... % ^ 


Series haec eo promtius convergit, quo b feu VQih+rr) major efi: refpeftu 
a & t, feu 0 & 2r. Ea nititur hoc principio: quod, fi fuerit = cof.s^s, eft 


Z = 


int am-i m+t 
2 

2 2m 


71, integrali fumto pro z = i 8 o°. 


Eodem 


* 
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Eodem modo feries obtinetur admodum regularis pro 2=90°, ex integra- 
tione formularum = cof.-M-i», fafto 3 = 90°. 
da 

His (introductionis loco) de folidis cylindricis & couicis breviter pnemiflis, 
pergo ad confiderationem folidorum magis univerfalem. 

§. 136. Quemadmodum punftorum in eodem plano jacentium litus mutui 
omnium frequentiflime determinantur , puncta haec ad duas reflas fibi invicem 
normales referendo per reflas ad eas perpendiculariter aflas; & quemadmo- 
dum curvarum in eodem plano jacentium fymptomata felici fucceflu determi- 
nantur per relationem mutuam perpendiculorum, ex fingulis curvarum harum 
punflis in duas reflas fibi invicem normales demiflorum : ita etiam fitus mutui 
punftorum in fpatio fitorum faepilfime determinantur, punfla haec ad tria plana 
fibi invicem normalia referendo per reflas ad haec plana perpendiculariter aflas ; 
pariterque tam curvarum in eodem plano non jacentium , quam fuperficierum 
curvarum, & folidorum fuperficiebus his terminatorum fymptomata frequen- 
tilfime determinantur per relationem mutuam reftarum, ex fingulis curvarum 
harum aut fuperficierum punflis in tria plana politione data & fibi invicem nor- 
malia perpendiculariter demiflarum, 

SX TSX XSZ 

Sint ST fefliones communes planorum XSY, TSZ fibi invicem norma- pi K -g 
SZ XSZ ZS 1 ' 

lium & in punflo S fibi mutuo occurrentium. Sit M punflum aliquod in 

fpatio, ex quo agatur refla SP plano XSZ perpendicularis. Tum ex pun- 
flo P agatur refla PQ rectae SX perpendicularis. Reflae / J Q, SQ refpe- 
flive aequales funt reflis ex eodem punflo M in plana TSX, TSZ perpendi- 
culariter aflis. Proinde punfti M fitus in fpatio determinatur tribus reflis 
MP, Pq, sq 

in plana ZSX, TSX, TSZ perpendiculariter aflis, quae vocentur 

y, s, *• 

Hinc v. gr. determinantur tam diftantia SM punfli M a vertice S, quam 
inclinationes reffee hujus SM ad tria plana propofita : fit enim 

SAP = MP*+PS ' = = yy+zz+xx. 

C c ' tang. 
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tang .MSP = 


MP 

SP 


y 

Y'(jzz+xx') 


Hr-AO- 

a°. 


fi ^ p = S 


1 >^(yy +«+**) 

§. J37. Tria plana, ZSX, TSX, TSZ nonnifi majoris facilitatis gratia 
fumuntur fibi invicem perpendicularia; quacunque enim de hoc fitu illorum 
planorum' dicuntur, facile poliunt ad alium quemcunque fitum transferri. 

i°. Per 5 agatur quodvis aliud planum /?, quod plano ZSX in refta SV 


occurrat fub angulo dato a; & angulus XSV vocetur £. Ex P punfto agatur 
PR ipfi SV perpendicularis; & planum per reftas MP, PR duftum occurrat plano 
propofito in Rr refta: in quam ex punfto M agatur MT perpendicularis, qua 
proinde erit plano propofito TRV perpendicularis; & angulus PRr eft angulus <*, 
fub quo rRV planum inclinatur ad planum ZSX. 

Erit (§. 125.) PR = PQcof.6+SQfin.£ 

SR = SQcof.6— PQfin.e 

M T(= PR^njx—MPcola) 

— PQcof.C fin.a + AQfin.f fin.ct— AfPcof.* 

RTl= PR cof.a-H jW Pfm.ee) 

= .PQcof.6 cof.ct-1- SQfin.6 cof.«+ MPfin.*. 

Proinde tres refta SR, RT, MT, quibus punfti M fitus refpeftu plani R de- 
terminatur, habentur per angulos a, 6, & per reftas MP, PQ_, SQ exprefla. 

2°. Planum propofitum R' non transeat per S ; fed refta SX occurrat in s’, 
& plano ZSX in S'V'. Per 5 agatur refta SV ipfi SV' parallela, & per SV 
agatur planum R plano R' parallelum. Tum iisdem, qua in cafu pracedente 
feclis, occurrat PR ipfi S'V' in A*’, & MT occurrat in T plano R'; ac proinde 


fit R'T' ipfi RT parallela. Erit 

-fftf'=S.S'fin.e, unde PR '-PQ. cof.£+ 5 Qfin. 6 + <S,s'fin.C 
S'R'=SR+SS'coi.G, feu S'R'=£Q_coL 6 - PQ_Cm. 6 +SS'coL£ 

R'T—RT+R'R cof.a , feu R 'T=dPQco(.€co(.<i+SQ{'m.€cof.a+MPCm.a+SS' fin-feof» 
M T= MT+R 'Rfm.a , feu .Mr=PQcof.Gfm.*+$Qfm.<SXin.*-;Wftof.*+$$ 'fin.f fina*. 

Vicif- 
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VicilHra reftee MP, PQ_, SQ exprimi poflimt per reftas S'R\ R'T , MT', 
fimul cum refta SS' & angulis a & 6 . Fit enim 

sq_ = S'R'cote+ R'T fm.GcoU + Mtfm.Cfm.a- S$‘. 

PQ = —S'R'fm.C + R'tcotCcof.* + AfTcof.efm.» 

MP = RTfm.it —Mtcof.a. 


Corollarium primum. Sit MT'=o; feu planum. R' per JU transeat. Erit 
MP = MR'fm.a 
PCI = — S'^'fin.£ -f RMcof.Ccofa 
SQ_ = S'R'c of.C + R'Mfm.Ccof.*-SS'. 


Corollarium fecundum. Obfervandum eft: reftas S'R\ R't, MT per reflas 
MP, PQ., > ta determinari, ut in exprefiionibus ipfarum reftae MP, PCI, SQ_ 
nulla alia operatione invicem conneflantur praeter additionem aut fubftraflio- 
nem , feu priorum reftarum exprelfiones efie primi tantum gradus funftiones 
pofteriorum. 


§. 138. Sit M' aliud punftum, ex quo agatur Rtp' refla plano ZSX per- 
pendicularis; & ex punfto p' agatur PQ refla ipfi SX perpendicularis. Tum 
agatur etiam PP' refla: ac lint Pj ipfi PQ, Mm' ipfi M'P perpendiculares. 

Sint M'P, PQ, SQ, 

y t z\ x' refpeflive. 

MM'* = Mm ' 1 4- M ’r»' s = PP '* + M'm' 3 ss Py 3 + Pq ' 3 + M 'm 3 

«= (•* x ) 3 + (* - a) 3 +y * 

unde MWt =^((*-*)*+(* , -*)*+(y- 3 )*) 

Angulus M'Mm' ille eft, quo MM' refla ad planum ZSX inclinatur; atque 
Mm' y-y 


tang .M'Mm 
fm.MfMm 
cof.M'Mm 


pp' r((**-*) a +(*-*)’) 
y-y 


r ((*'- x) 3 + (z'-*y + (y-y) 3 ) 

= vC (*'-*)* +(s'-*) a \ 

^ (y'-yy + (*'-*)* + (*-*)* ' 

Obfcruatio. Refla PP projeflio eft orthographica reftae MM' in planum 

Cc 2 ZSX 


Fig-3S- 

1 °. 
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ZSX; & ratio rete Mh/t ad projeftionem fuam PP' aequalis eft rationi radii 
ad cofmum anguli , quo refta MM' ad planum ZSX inclinatur. 

Univerfim notum eft: figurae planae cujuslibet in planum aliquod ortho- 
graphice projectae rationem ad projeftionem fuam aequalem efle rationi radii ad 
cofinum anguli, quo figurae hujus planum ad planum projeftionis inclinatur. 


§. 139. Porro fit & tertium punftum M". Sit pariter M"p“ plano ZSX, 
& Pq" reftae SX perpendicularis. Agantur MM\ M M’ rete; & fint Pq, 
M»> reftis PQ’, MP" perpendiculares. Sint ^ t ’ PQ’ refpeftive. 

Erit «Jf* = y'((r’.r)H(j’j) , +(*-J)< ! ) 
mV = rux-xy+tf-yy+tf-zyx 

Hinc determinatur area trianguli MM M‘ per formulam notam 


, y - (MM 'm mm +m m-m 'm“ mm-mm+mm 

^ S * * * * / 


f 2 — MM ' 4 ■ 

— MM 4 . 

I+2MM'-. M'Ml* — MAl " 4 
Item pp‘ = r( (*'-*)* + ( z-zy > 
pp = r({x‘- x y + (a*- a)*) 

PP"— ^(C***)* + (*•*'.)*,)! unde pariter determinatur area trian- 
guli PP'P". 


Hinc etiam determinatur capacitas trunci prismatici triangularis 

MM'm’p“p'P, cujus exprefiio eft PP P"x ? lp + IiI p E . 

3 

Hinc quoque infertur angulus, fub quo planum trianguli MM M* ad pla- 
num ZSX inclinatur ; cofinus enim hujus anguli eft — P f . . Ad fequentia 

MM M 

autem praeftat , angulum hunc paulo aliter inveftigare , ut fequitur. 


§. 140. Rete M M, AfM produte, reftis p‘p, P P in punftis t\ T* 
occurrant. Rete PT\ PT’ dantur magnitudine; fit nempe 
, pp' r'((x'-x) ii + (z'-zy') 

Mm y-tj 

Mm y-y 

In 
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In triangulo TPT" dantur angulus T PT\=p'pp ) , & crura hujus 'anguli 
PT\ PT proinde datur refta T'T - V(tP 2 - 2 T'P. Fr‘co(.T'Fl "+PT''-'). 


Sit PT ipfi T'T‘ perpendicularis; erit PT = 1 P T 


TP.PT"fm.T , P'f 

Y'FT'p 2 -zT'P . PT‘co(~. t'PT , + PT" 2 )' 


tT 


u- * „ MPr , (T , P a -2TP.P7'coT.TPT'+PT' a ) 

Hmc tang. MTP{ = rprpr ) => v - „ ... - 

TP' T P. PT Iw.T PT 


Exemplum. Angulus PPF fit rectus: fit tang. M TP = 

V'( —t, — ^ 7 — - 4- --i — \ Sint autem fimul plana MPP'M\ 

MPp"M‘, planis TSX, TSZ refpeftive parallela ; & proinde *"= x, z'=z: erit 
tung.MTP = V'f(l T ~-l l y + (?L ~1 ) 2 \ Porro angulus TPQ_ ille eft, fub quo 

' 3 * S X " J» ^ 


SX, T'T‘ recta? ad fe invicem inclinantur: angulus hic fit aequalis angulo T\ 

■ . r, PF Z-z x'-x 

cuius tangens eft r = — : t — . 

J PT y-y y-y 


§. 141. Hisco praemifiis de punctis in fpatio, quorum fitus mutui nulla 
relatione determinata fecum invicem conneftuntur: pergo ad praecipuum dis- 
quifitionis hujus caput, ad cafum nempe, quo punfta relatione aliqua data in- 
ter fe conneftuntur; ita ut locus punftorum.Af fit fuperficies aut curva aliqua, 
relatione quadam inter perpendicula MP, PQ, SQ determinata. Quem ut, 
quantum potero , luculenter explicem , ab exemplis omnium fimplicUfimis 
ordiar. 

Exemplum primum. Detur fumma quadratorum perpendiculorum MP, P<p, 
SQ; fumma haec eft MS 2 (§. 136.): proinde refta SM datur magnitudine, & 
punfta M jacent in fuperficie fphaerica, cujus centrum eft S, & cujus radius 
magnitudine datur. 

Quoniam fumma MP 2 + PQ 2 + $Q 2 datur magnitudine: fi refta MP ejus- 
dem manet magnitudinis, & proinde punfta M in plano pofitione dato & plano 
ZSX parallelo jacent; fumma PQ~ -j- 6Q 3 feu SP 2 pariter datur magnitudine. 
Agatur MN reftae SP parallela , quae ipfi ST in N occurrat. Refta NM — sp 

Cc 3 etiam 


rig-38- 

3°- 
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etiam datur magnitudine; & proinde punfta M fita funt in circumferentia cir- 
culi , cujus centrum N & radius A 'M = SP. 

Hinc difcimus : omnes folidi propofiti feftiones planis ZSX, 2SX, TSZ 
parallelis faftas efie circulares, & centra harum feftionum jacere in refta per- 
pendiculari plano dato, cui plana afta funt parallela; ideoque folidum propoli- 
tum eft folidum rotationis circa quamlibet reftarum SX, ST, SZ. 

Secetur idem folidum alio quocunque plano per reftam s‘v' transeunte. 
Sit angulus, fub quo hoc planum ad phinum ZSX inclinatur =*, & angulus 
v'SX = S; fitque M punftum aliquod perimetri feftionis. 

Quoniam (§. 137.) MP = MRfm.a. 

PQ = AfP'coUcof.f-5'je'fin.e 
Sq = Af/?'cof.*fin.e+S'P'cof.e-5'5 

PQ 3 +SQ? = MR' 3 co(. :i <t-aSS'xMP'coUfm.£+S‘R' 3 - 2 SS'xS l R'coie+S'S % 
6cMP , +P<£+SQl= MR' 2 -zSS y-MR cof.afin.f+S-ff'*-255 x.S‘R'co(.G+S'S 2 
= (AfP-^cof.afin.O 3 +(S , P'-.S5'cof.O I + 55' s fm. 3 *fm. 5 f, 
quas eft aequatio circumferentiae circuli ; proinde fectio folidi plano quolibet fafta 
efl circulus (uti notum). 

Scholium. Ex formula MP 3 + PQ* + sq 3 —SS' 2 fin. 9 «fin.*ff = 

■ datis duabus trium quantitatum SS', a, £, tertia fic 

■pfiS K — «j col.c j 

determinatur, ut planum ducium tangat (fi fieri pofiit ) folidum propofitum; 
fafto nempe ■SsYm.afm.f = V^Ml* 3 + PQ 3 + sq 2 ): fed de hoc fitu planorum 
aftorum feorfim agere praeftat. 

Exemplum fecundum. Summa quadratorum reftarum PO, SQ habeat ratio- 
nem datam ad quadratum reliquae MP. 

I. Magnitudine reftae MP manente eadem ; fumma quadratorum reftarum 
’ PQ, 59 , feu quadratum reftae SP, pariter eft datae magnitudinis. Proinde 
feftiones folidi propofiti, planis plano ZSX parallelis faftae, funt circulares. 
Quoniam ratio MP : SP feu SN : NM datur : in triangulo MSN reftangulo 
ad N angulus MSN datur magnitudine ; ideoque SM eft latus conirefti, cu- 
jus axis eft ST. Sit 1 p angulus datus TSM. 

U. Refta 
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II. Refta 59 eadem manente, quadratum reftae MP eft ad quadratum 
reftae PQ fpatio data auftum , in ratione data ; proinde omnes ieftiones planis 
plano ZST parallelis faci se funt hyperbolae fimiles. Ejusdemque indolis funt 
fectiones planis plano TSX parallelis faftae. 

III. Solidum propofitum plano fecetur quocunque, quod plano ZSX in s'v' F>g.|*. 
refta occurrat fub angulo et, & fit angulus XSV = 6. 

Eft PQ 3 +SQ 3 =sSR 3 = MR'*coL*et+S'R' 3 - 255'x^'cof.afin.f , 

-2SS'xS'R'c of.6 +iSS 

et MP* =3 MR ' 2 fin. 5 *; 

proinde MR' 2 Cm . 2 * : MR' t coL'a+S‘R'‘-2SS'x^f^f 0 ^ m - € +SS' a = 1 :tang. s <p: 

unde MR* cof. 5 a : (SR- J5'cof.C) 3 +(Jffi'cof.a-5>s'fin.C) a =cot.’*: tang.’^. 

i°. Sit cot.*=tang.<p : erit (SR- SSco(.G) t =*MR' , co(. > a-('MR'co(.a.-SS ^fin.f)* 

= (2i¥ii , 'cof.at-.S.S'fin.6)x.S<S'fin.6; proinde feftio folidi eft parabolica. 

2 0 . Sit cot. * < tang. <p ; 

(SR'~ SScoiG') 3 =JUR' 3 [in. 3 a tang. 3 <f - (MR'coLa -55'fin.ff)* 

«=(jW/?'(fin.atang.^-l-cof.tt)-.w'fin.C)(^5'fin.ff-Af/j'(coCct-fin.atang.^)) 

=(ZO - ssTm.g) (tfsW- MR' ' 

cof.<p cof.<p y 

_ cor.^- ttcof.^+g/ , | y^.’ t fin a afin. a g cof. ;l ^ , n.gcof.acof. J (|) \ »x 

cof.*<p ' cof.$-acof.^+* ^ co[.<p-acot<frhp J' 

Quare feftio eft ellipfis, fi fuerit cof.^— «cof. q + a quantitas pofitiva, feu 

f+a<i8o°; hyperbola autem, fi fuerit <p+a>i8o°. 

Et quoniam fpecies feftionis pendet ab cogflRciente cof. $ — a cof. <p 4* a , 

omnes feftiones planis fibi invicem parallelis faftae funt inter fe fimiles. 

Exemplum tertium. Summa MP 3 -\-PQ_* femper fit reftangulo fub refta NS 

& fub refta aliqua data 2 p aequalis. 

Igitur SP 1 =.MN 1 — ipxSN; proinde folidum propofitum gignitur rotatione 
parabolae, cujus vertex S, parameter 2 p, & axis ST. 

Secetur folidum plano ipfi TSZ parallelo : refta 59 manente eadem , erit 
FQ 3 =2pxMP—SQ* i proinde feftio eft parabolica: idemque valet de feftioni- 
bus plano TSX parallelis. > , 

Sece- 


Flg- 3S* 
i°. &3 0 . 
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Secetur autem folidum plano per SP' transeunte. Erit 
r.g-38- (SR '- SS'co[.G) * + (Jlf J?'cor.(t—SS' fin.fi) 1 = 2 pxMR fm.a. 

i°. Sito=go°; ideoquecof.a=o: erit (,SR'-SS'co[.S) 1 -(SS , ^a.€) t =:2pxMR\ 
Proinde omnes fectiones planis plano ZSX perpendicularibus faflae funt para- 
bolae , quarum parameter 2 p eft eadem quae parabolae genitricis. 

2 0 . Sit «> qo°. Fit (S’R l — SS'coL€y = 
cof . 2 a. (p tang.a fec. ** ( p tang.a+eS 5 ' fin.6) - (MR '- fec.a (p tang.a+SS* fin.g) )* . 

Scftio igitur eft elliptica, & fpecies ellipfeos pendet ab angulo a. Pro- 
inde omnes fe&iones planis fibi invicem parallelis faflae funt inter fc limiles. 

Ut feclio pofli bilis fit, debet efte 

MR fec.a(ptang.«+56*fm.C) 5 fec.aV^fptang.af ptang.a-r2<S,s'fin.£)) ; & fi fuerit 
MR — fec.a (ptang.«-t-J5 , fin.Q+fec.*) / '(ptang.«(ptang.a+255'fin.6)), planum 
duftum tangit fuperficiem propofitam. 

Pauca liaec exempla fufficiunt ad dijudicandum, quomodo ex relatione 
data perpendiculorum MP, PQ, £Q lymptomata folidi poffunt deduci; & no- 
minatim , quomodo ex aequatione hac proprietates feflionum ejus , planis pofi- 
tione datis factarum , inferuntur. Et quoniam aequatio curvae , quae eft feflio 
folidi propofiti per aliquod planum, oritur ex aequatione data inter tres perpen- 
diculares MP, PCI, SCI, fnbftitucndo valores harum lineardm per reflas MR', 
SR expreffos; neque hae in valoribus iftis alia operatione praeter additionem & 
fubftraflionem afficiuntur (§. 137.): gradus aequationis pro feftione ortae fupe- 
rare non poteft gradum aequationis, quae relationem trium perpendiculorum 
MP, PQ_, SCI determinat. 

1 §. 142. Transeo ad plana contaflus folidorum generaliter confideratorum. 

Situs plani cujuscunque determinatur per duas reftas fibi mutuo vel paral- 
lelas vel occurrentes. Proinde ut determinetur planum, quod propofitam fu- 
perficiem curvam in punflo dato contingat; determinandae funt dnae reflae ex 
hoc punfto duflae, per quas planum hoc agi debeat. Secetur itaque folidum 
propolitum duobus planis per punflum datum transeuntibus: tum determinatis 
feflionum aequationibus (juxta §. 141.) ducantur (Cap. V.) reflae, quae fe- 

flioncs 
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ftiones genitas in punfto dato contingant. Planum per duas has tangentes 
transiens erit planum contaftus. 

Facillime autem propofitum peragitur, fi folidum ad tria plana ZSX, TSX, 

TSZ fibi invicem perpendicularia referatur per reftas planis his perpendicula- 
riter ordinatim applicatas; ipariterque duae feftiones fiant planis duobus ex illis 
parallelis : proinde tertio perpendicularibus. 

Sit igitur M punftum datum in fuperficie folidi , ex quo in planum ZSX tfg. 3». 
perpendicularis demittatur MP. Tum per reftam MP agantur duo plana 3 ’ 
m‘mp, M"flJP, planis 2SX, TSZ refpeftive parallela; & reftae, quae in punfto 
M feftiones planis m'MP, M"MP faftas tangunt, plano ZSX in T &c T" pun- 


JJrW dj> 

PT -y-r 

dy 


ftis occurrant. Erit (§. 40.) pT '_ ; *zi hinc TT + ( d p0‘ 

Sit PT ipfi 1*T" perpendicularis; erit 
d.v . da; 

PT - „ v rfy tiy _ u v ! , 

r cc|')'+ (j,;r) r (© I+ W) 

tang.» TP = ~ = r ((^y+(J) 2 ) = ^(tang. 3 ^r^+tang.wr/>). 
fecJrrp=r(,+(g)>+(*)>) 


co IMTP = 


fin. MTP => r 


r C' + ©•+(£)') 

I+ CrD‘ 


l ,+ ©’ + ©' 


iC Aa riri 


Exemptum primum. Curva in plano M OJP deferipta fit circulus, cujus ra- 
dius r; & curva in plano 2MMP fit parabola, cujus parameter ip. 

Itaque yy =rr-zz;^ =>-±; (|)*=. 


rr-zz 


” - «K* t = r >r ... 

cang .MTP = 

Vr-« zxJ D ^ 


Ext !» - 
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Exemplum fecundum. Ambae curvae ia planis M'MP, M"MP fmt circuli, 


quorum radii r & r : 

/dyy = ** 

'di' rr-zz 

*- :i ; 

3 __ XX 

~ rr-xx 



tang MPT = 


'rr-zz rr-xx' 


§. 143. Ex praecedentibus deduci etiam poliunt capacitates folidorum 
(five non fmt rotunda, fi ve ut talia non confiderentur), dummodo feftiones 
eorum planis fibi invicem parallelis faftae juxta datam legem crefcant aut de- 
crefcant. 

Etenim folidum propofitum fecetur planis fibi invicem parallelis, & quo- 
rum diftantiae fint v. gr. aequales. Tum folido infcribantur & circumfcriban- 
tur folida cylindrica, quorum bafes fint feftiones folidi, & altitudo communis 
fit diftantia duarum feftionum fibi proximarum. Frufhim folidi inter duas fe- 
ftiones vicinas comprehenfum , majus eft folido cylindrico ipfi infcripto; minus 
autem circumfcripto. Atqui ratio aequalitatis limes eft rationis horum folido- 
rum cylindricorum; ergo a fortiori ratio aequalitatis limes eft rationis frufti fo- 
lidi ad alterutrum horum cylindrorum. Quare pofita diftantia communi dua- 
rum feftionum vicinarum = Px , area feftionis folidi = /, & capacitate folidi 
s a 5 : erit lim.^ = /; ideoque = /. Data igitur lege, juxta quam fe- 

j r» 

ftiones / crefcunt aut decrefcunt; datur exponens differentialis ; «St proind» 
res ad calculum integralem reducitur. 

Exemplum primum. Sit ASA'DD’ paraboloides , gyratione dimidii fegmenti 
parabolici SAC circa axem SC genita, quae fecetur plano MZM' bafi AD A' per- 
pendiculari , «St plano SDD' per axem transeunti parallelo. Seftio MZM' pari- 

' • * Ap p A 1 A]P* 

ter erit fegmentum parabolicum : nempe ZP = SC X — ~~ — = SCX-^- T . 

AC m AC* 

Igitur ZMP(=\MP.ZP)=ISC.^ 1 , & ZMM'=, fSCx Quare pofi- 

a 

tis CP=X, SCzzb, AC = r: erit • Uude 
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l x (5 rr * zxx ) V'(rr-xx')+ |r 4 arc.fin.— 

S=bxl ~. Sit jf = r: erit S=\brrp. Unde 

rr 

fegmentum MAZM' = b(\rr arc-fin X^'***) — \x y"(rr- xx) ^--^ xx ^. 

Exemplum fecundum. Solidum ASADD' fit dimidia ellipfois, quadrante elli- 

pfis SAC circa axem SC rotato^genita. Sint ACS, DSD\ ACD tria plana fibi 

invicem perpendicularia; & fit ZMM' planum plano DSD' parallelum. 

Sint SC=a, AC=b, CP=x: erit ZP=1.MP- MZP= %pxMPx ZP = 

0 

fpxi.iff/*; HIZM'=p.~.MP- = p “(W-xx) = lf; unde S=p. £(bbx-{x*) 
b b b cLe o 

= p.~x(\bb+\MP i '). Sit x = b; fit S = \abbxp. Hinc Tegmenti MAZA? 

capacitas eft (§a£(6-*) — ^(^-x. MP 2 )p. 

Exemplum tertium. Solidum propofitum fit conus reftus AS A', qui fecetur FIg. 40,' 

plano parabolico MZM' lateri SAt parallelo. 

Hoc cafu eft ~ = MZMfm.ZPA. 

d* v 

MZM'=* f . MP.ZP ; ^ * §MPxZPCm.ZPA=: \(r-x)Y'{rr-xx')C\x\.SAA' 1 

S = (|rx>^(rr-xjc) 4- fr 3 arc. fin. — — ^ (rr - xx) 2 ^ fi n . SAA + C- 
Sit S = o, quando x = 0 ; C= Hin. SAA". 

Hinc S= tCACi-Mpiym.SAA+l ACx CP X MPfm.SAA'+ f AC*X BSD fin .SAAt. 

Sehohum. Principiorum capite hoc explicatorum ad fuperficies folidorum 
non rotundomm determinandas applicatio non aeque facilis eft ; ob perpetuam 
mutationem angulorum, fub quibus plana fuperficiem tangentia ad plana fe- 
cantia contigua inclinantur: neque magnam ad hunc fcopum utilitatem formu- 
lae inclinationum planorum tangentium ad plana, ad quae fuperficies refertur, 

§. 142. exhibita, afferre poffe mihi videntur. 

§. 144. Progredior ad curvas duplicis curvaturae diftas , feu ad curvas in 
eodem plano non jacentes, quarum fymptomata principiis capite hoc ftabilitis 
determinantur. (0) 

Dd a Sit 

(B) De his corvi* primo* egregiam opofcolom fcripfit fagaciflimas ClaIraut, vix fex- 
decim annos natus, fub titolo; Traite’ des Courbes d double Courburt, Paris 1729. 
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Sit M punftum quodlibet alicujus cuirae duplicis curvaturae, quae refera- 
tur ad tria plana ZSX, TSX, TSZ, fibi invicem normalia, per reftas MP, PQ, 
ri£, 38 . SQ, pcrpendiculariter fibi mutuo ordinatim applicatas. Curvae hujus in pla- 
num ZSX projeftio orthographica determinatur per relationem mutuam abfcif- 
ferum SQ & ordinatim applicatarum PCI- Pariter ejusdem curvae in planum 
TSZ projeftio orthographica determinatur per relationem reftarum MP, PQ; 
denique curvae hujus in planum TSX projeftio orthographica determinatur per 
relationem reftarum MP, SQ- Hinc fymptomatum curvae duplicis curvaturae 
determinatio revocatur ad confiderationem curvarum in eodem plano jacen- 
tium, quae in planis ZSX, TSZ, TSX funt projeftiones orthographicae curvae 
propofitae. 

Duabus autem harum projeftionum cognitis innotefeit tertia. Etenim data 
relatione perpendiculi MP ad unamquamque reftarum PQ, SQ (feu datis cur- 
v» propofitae in plana TSX, TSZ projectionibus orthographicis); datur etiam 
(quantum pennittit imperfefta funftionum theoria) relatio reftarum PQ, SQ 
(feu projeftio in planum ZSX). Pariterque data aequatione fuperficiei curvae, 
in qua curva duplicis curvaturae jacet, & una trium curvae in plana ZSX, 
TSX, TSZ projectionum; dantur duae reliquae. Data enim relatione mutua 
trium perpendiculorum MP, PQ, SQ per aequationem fuperficiei propofitae de- 
terminata; dataque praeterea relatione duarum v. gr. reftarum PQ, SQ per pro- 
jeftionem in planum ZSX: datur etiam relatio utriusque horum perpendiculo- 
rum ad tertium MP; feu dantur curvae propofitae in plana TSZ, TSX proje- 
ftiones. 

Exemplum primum. Projeftio in planum ZSX fit circulus, cujus centrum S, 
radius r; erit ideo zz+xx = rr. Projeftio autem in planum TSX fit ellipfis, 
cujus centrum S, & cujus axes a, i in reftis SX, ST jaceant : erit itaque 
W = feu = ~{bb-yy); 

Ou 00 

hinc zz+xx — ™ (bb-yy)+ zz a rr; 

unde zz = ~(yy+ — (rr-aa)). Curvae igitur propofitae in 

bb ' aa 

planum TSZ projectio orthographica eft hyperuohea. 

Exem- 
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Exemptam fecundum. Utraque projeftio in plana rsX, TSZ fint parabolae 
conicae, quarum axes jaceant in axe ST, quarum parametri fint 2 p, 2/; 
& quarum vextex communis fit S. 

Fit ideo Z. hinc xx:zz=zp:p\ & x:z=V'p:r'p': quare proje- 
ftio in planum ZSX eft linea refla ; unde curva propofita non eft duplicis cur- 
vaturae, fed tota in eodem plano jacet per S transeuute, & plano ZSX per- 
pendiculari. 

Secus erit, fi punftum S non fit vertex communis utriusque parabolae. 

unde p\xx—2ap) = p(zz—2bp') 
feu xx =c i.zz—ibp+iap 


= E^zz—ihp + iap'); & proinde projeftio in planum ZSX 
P 

eft hyperbola, nili fuerit 6= a. 

Exemplum tertium. Curva propofita jaceat in fuperficie fphaerica, cujus cen- 
trum S, & radius datus SM= R- Curvae autem in planum ZSX projeftio or- 
tbographica fit circumferentia circuli, cujus radius r, & centri C in plano ZSX 
pofitio determinetur per reflas CA — a, Cb — b, magnitudine datas. 

Relatio trium perpendiculorum x , y , z determinatur duabus aequationibus , . ( 

( W). +W + («V-“’ hbc 

zz =aa + 2aV {rr-( L b-x) 1 )+rr-(b-x’) 9 
xx-\-zz-=aa+2aY'(rr-{b-x) i )+rr-bb-\-2bx — RR-yy'. 
unde yy = RR-aa-rr+bb-2bx+2a /\rr-{b-x) 9 y. 

Sit v. gr. a = o, b = o; ideoque centrum projeftionis fit in S, yy=RR=rr, 
quo docemur, projeftiones in utroque plano 7SX, TSZ elfe reflas plano ZSX 
parallelas ; & proinde hoc cafu lineam propofitam effe fimplicis curvaturae. 

Scholium. Exemplo hoc continetur inveftigatio curvae, quae eft feftio comi 
munis fuperficiei fphaericne, cujus centrum S & radius R; ac fuperficiei cylin- 
dricae plano ZSX perpendicularis, cujus centrum bafis eft C & radius r. Pa- 

Dd 3 . ... tetque 
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tetque hoc exemplo: quomodo inveftigatio fymptomatum feftionis communis 
duarum fuperficierum ad determinationem fymptomatum curvarum duplicis cur- 
vatura reducatur , quod alio adhuc exemplo familiari illuftrabo. 

Exemplum quartum. Sit hemisphaerium, cujus centrum S, planum bafis 
ZSX, & radius R : fit porro conus reftus ; cujus vertex C jaceat in plano ba- 
fis hemisphaerii, ita ut bafis coni fit bafi hemisphaerii parallela, feu ut axis 
coni fit bafi hemisphaerii perpendicularis. Diftantiae verticis coni a planis TSX, 
TSZ dicantur a, b; & fit tp dimidius angulus feftionis coni plano per axem 
transeunte factae. Erit 

xx + zz + yy = RR 

(6-x) s + (a-*)* • = yytang.’<p 

liinc xxfec. 3 ^ - + bb+zz fec. s p- zaz+aa . = RR tang. 

feu xx -2ixcof.*^+frfrcof. , 4H-2a-242cof. , <p-Hwcof. , <p= RRCmPtp 
feu (x-6cof.*ip) , +(»-ocof. 1 ip)* =a:of.’( RR- (aa+ii )cof. ’qi). 

Projeftio igitur feftionis communis fuperficierum coni & fphaera in pla- 
num ZSX eft circumferentia circuli. 

Item fit RR=aa + 2aY'(yytan%. s (p-(b-xy')+yyfec. 3 <p-bb+2bx 

RR=bb+2bY'(yytang.' 1 Q-(a-zy)+yytec. 3 qi-aa+2az, quae funt 
aequationes projeftionum ejusdem feftionis in plana TSX, TSZ refpeftive. (a) 

F'S- 38- §. 145. Sint M, ®' duo punfta curvae alicujus curvatura, quorum pro- 

jeftiones in plano ZSX fint P, P refpeftive; unde eft PP projeftio chordae MM 1 , 
punfta M, M' jungentis, & P"T' projeftio fecantis. 

Quare MM'=: = ^(Ax*+AJ5 3 +Aj 3 ), 

et = (^0’). Extendendo igitur ad curvas dupli- 

cis curvatura, quae vera funt de curvis fimplicis curvaturae, quod fcilicet ratio 
aequalitatis limes fit rationis arcus ad chordam : ^ + (jp*) » 

& proinde exponens diflerentialis arcus curvae duplicis curvatura, & cujusvis 

perpen- 

(o) Qui ptnra de hoc capite volaerit , confulat Euleri JntroduSionem ad Analyfin 
infinitorum: Appendix dt Suptrficiebur. 
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perpendiculorum ex punfto aliquo curvae hujus in plana ZSX, ZST, TSX de- 
milTorum , per projeftiones curvae hujus in haec tria plana determinatur. 

Porro anguli JUT'P limes eft angulus , fub quo tangens curvae in M ad 
planum ZSX inclinatur, & tangens hujus anguli eft — — — dx ,_ N 3 -. Itera 

«as) ) 

anguli TPQ feu PP'g' limes eft angulus , fub quo refta PQ inclinatur ad pia* 

num per tangentem in M duftum ac plano ZSX perpendiculare; & cotangens 
dz 

hujus anguli eft — . 

§. 146. Quamvis methodus hic delineata proprietates curvarum duplicis 
curvaturae inveftigandi fit omnium uoiverfalilTima; occurrunt tamen cafus, qui- 
bus affeftioncs harum curvarum brevius & luculentius aliis modis eruuntur; 
perpendendo v. gr. , quae ex propofita palmaria quadam proprietate harum cur- 
varum confequuntur. 

Proponatur v. gr. curva in fuperficie curva cylindri, quae ad fingula ejus 
latera fub dato angtilo inclinatur. Expandatur fuperficies curva cylindri in pla- 
num; in plano hoc ducatur refta, quae fub dato angulo ad unum latus cylindri 
inclinatur: refta haec erit expanfio curvae propofitae. 

Pariter defcribenda fit in fuperficie curva coni circularis refti curva, quae 
ad fingula ejus latera fub dato angulo inclinatur: fuperficies haec in planum 
expandatur; tum in plano hoc defcribatur fpiralis logarithmica, quae ad radios 
feftoris fuperficiei cono aequalis fub hoc angulo dato inclinatur. Spiralis haec 
erit expanfio curvae propofitae. 

Idem potiftimum illuftratur exemplo curvarum loxodromicarum in fuperficie 
fphaerae defcriptarum , quarum palmaria proprietas eft, quod meridianos fub eo- 
dem angulo dato interfecent. Sint P polus, PM, PM' meridiani ad duo pun- 
fta M, M' curvae loxodromicae dufti, MT tangens curvae loxodromicae in M, 
& M'm arcus circuli paralleli centro P defcripti. Sit PA 1 T= <p. Sit PA me- 
ridianus pofitione datus, ad quem anguli APM referantur. Sit MPM' c=.txx, 
PM~y, JHror: — Sy. 

lira. 


F'g- 4t. 
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= cot. tp , feu lim. — JX — = cot.<pj lim.'— =3 fin.ycot.®. 

Mm Axiin.y &x J r 

lim. — — = tang.<pcofec.y, feu — = tang. ^cofec.y: unde 
Ay ay 

x = C-f tang. $ log. cot \y- Sitx = o, quando y = 90°=; p: erit C = o, &: 
x ~ tang. $ log. cot. ly- Proinde cotangentibus dimidiorum arcuum PM in geo- 
metrica progrcflSone crefcentibus , anguli APM crefcunt in progreflione arith- 
metica. 


j y 

Porro arcu AM pofito = Z, eft — = fec. <p ; hinc Z=C — y fcc.^. Sit 

Z — o, quando y =p; C =>p fec. <p , Z — A1X fec. <p , cujus limes eft p fec. <p. 

Hinc etiam determinatur area fphaerica APM inter radios veftores PA> 
PM, & arcum loxodromicum AM comprehenfa. 

Etenim fuperficie quadrantis hemisphaerii dicta H, & area APM difta S- 

t-., dS 2 H r . . 

Fit — =3 — nn. a Iy; 

axp 

atqui — =3 — tang.<pcofec.y; 

d y 


AS H T? 

proinde — tang.® tang. ly: unde S=C— 2— tang. <p log. fec. Iy. Sit 

dy p p 

S — o, quando y = p ; C =a 2 -tang. ^log.fec.45 0 . 5=2-tang.<p(log.[ ec ^-), 

p p iec.jj 


H H 

cujus limes eft 2— tang. <p log. fec. 45° = — tang.iplog.a = rrtang.$x log.2 ■= 

P P 

tang. <p log. 2 (radio fphaerae pro unitate fumto). 

Scholium. Formulae hae iis tantum cafibus applicantur, quibus de loxo* 

dromica agitur, feu 1 p non eft = qo°. 


Caput decimum sextum. 

De fignificatione exprejfmiis -§■ et tequipollentium. 

§• * 47 - 

| 5 yt P quantitatis mutabilis x funftio, quae habeat faftorem fimplicem * — ■, 
aut faftorem compofitum (x — a) 1 ", in quo m eft numerus pofttivus : funftio P 
evanefcit fafto x — a. 

Vicif- 
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Viciflim fi funftio .P evanefcit, facio x = u; funftio haec admittit divifores 
formarum praecedentium, in quibus m eft numerus pofitivus. Aquatione P = o 
liberata a funftionibus furdis & transcendentibus, quas potefl continere: in- 
verfa haec unum eft ex praecipuis fundamentis theoriae aequationum, & a jna- 
thematicis admittitur , cafu faltem quo m eft numerus integer pofitivus. Ple- 
rumque vero eadem per fe evidens fit, funftiones furdas aut transcendentes 
funftionis P in feries convertendo, aut alias adhibendo transformationes. Quod 
in gratiam tironum pluribus exemplis illuftrare e re efle cenfeo. 

Exemplum j. Sit P= a — y\aa—xx), quae evanefcit fafto x=o; dico, 
funftionem hanc admittere diviforem x—o = x. 

Etenim = 

a+Y' (m-w) «+; (aa-xx) a-\-Y (aa-xx) 

Vel 

unde P = 

Exemplum 2. Sit P=Y'(a+ x )-V'(a-x'), quae evanefcit fafto x=o. 

p _ (v(a+xyv(a-x)) (v(a+ x)+v( a-x)) a+x - (a-J) 2X . 

“ v(a+ar)+v(a-x) v(a-fx-) + v(a-x) v(a+x)+v(a-x)' 

aaY'a 


x 

‘Ta 


1 

i- 


XX , I I 1 

> ’ S * I ii a Y 'a 


a/ a 


Vel r(»+-*)=ra + f 

\ i X 1 1 XX 1 J. 3. X 3 

j 1 t 3 x s 

+2 -m- aa r a - 


unde P 


1 x 


Exemplum 3. Sit P = o m — x m , quae evanefcit fafto x = a. 

Per theorema Cotefianum funftio P admittit faftorem x—a, fi m eft nu- 
merus integer pofitivus. 

Sit autem m quivis alius numerus. 

Eft x“=(x-(fl-x)) m =o m --a m " , (a-x)+-' — — 1 a m- 3(a-x) J + ■ 

I 12 1 

unde p(=a m -x m ) m 


3 

m m-l 


- a m 'i f a-x) - — ■ a m ~^(a-x) 3 +— • • • ”^-la rn ~i(o-x) 5 — . • . . 

I 1 2 J 3 

E e Exem» 
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Exemplum 4. Sit P = (<H-x) m - («-x) m = o fafto x = o. 

a n ’+”am-U+-. — a^x 2 + ”...'-^n™-3x 3 + . . . . 

ffl-xY®:* a m *« — a“>-IX+— • , -^-^0 B * -2 X > — - . ..!!!l2jjn>-3A: 3 + . . • • 

v J I 12 13 


p — a.-a”-ijf 

I 


■4-2.— •■•— + 

1 3 

Exemplum 5. Sit P = r(a*+ax+xx) — K (aa - a*+*x) , evancfcens fafto x=o. 

faa+aar+ari)— (tza-ax+xx) mia> a ^ m i f . 

P = v( aa ^ ' ^ xx)+v(aa-ax+xx) ~ v(aa+ax+xx)+v(aa-ax+xx) ’ ^ U3C aQmit 

tit fartorem x. 

Idem patet convertendo in feries quantitates ^((n+xy-ax), Y'((a- x y+ax'). 

4 . 

Exemplum 6. Sit P = a— T^x, quae evanefcit farto x = a. 
y~a 3 x=faa*-a 3 (a-x)) , quae in fericm converfa , & ab a fubtrarta, refiduum re- 
linquit, cujus fartor eft a— x. 

Pariter P = a-Y'ua-xx=a-Y'{a*-ae{aa-xx)'), in feriem converfa , offert fa- 
rtorem aa - xx = (a - x) (a-j-x). 

p = a-V'ax 3 =:a~y'(a* -a^a 3 - x 3 )),, in. feriem converfa , offert fartorem 
„3 -x 3 = (a - x) (aa+ox+xx).. 

Generarim P = a - T&^x * = a - V”(a» - ( a” - x» ) ) „ in feriem converfa , 

offert fartorem a"-*», qui admittit fartorem a-x. 

Exemplum 7. Sit p = 'y r '(2aaxx-x*)-aV' aax, quae evanefcit pofito x = a. 

. . .„ N i(aa-xx) 2 i 1 (aa-xx) 4 1 a(oa-xx) 6 

r(2aaxx-x 4 ))=n a4 -o«M*> a )=“-r— B r— i - 1 ifi — i- ■ • • 

afaax = aV' a 3 - aa (a-x)) =aa-|.o(o-x)-|. 3.(a-x)»- 

Subtrartione farta remanet fartor a— x- 

Exemplum 8. Sit P = x + fin. x = o , quando x = 0. 

Quoniam fin.x = x — * 3 + -^-* 5— , r-v r7 + • • • • 

^ x.2.3 i-S **~7 


x+fm.x as ax- 


-x 3 H — —x 5 


3 i_x 7 — 


1.2.3 I -S *-7 

x-fin.x = — —x»— -i-x s + — i-'* 7 — ■ . • • * 

x.2.3 1...5 1...7 


Exem- 
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Exemplum 9. Sit P = e* — 1~* — o , quando x = o. 


P = 2 xC— -) — xx -{-—i—* 4 -j- . . • 0 

V 1.2 I.2..4 I ...6 

§. 148. i°. Sit P funftio variabilis x evanefcens cafu x = a, quae igitur 

reduci poteft ad formam (x— a)p'; non autem evanefcat P cafu x = a, nec 
proinde p' reduci poflit ad fonnam (x— a)p"; fed cafu x — a determinatum 
obtineat valorem A. Quaeritur hic valor. 

Ob (x-a)P = P) fit differentiando P'+ 

unde A = quando in expo- 

nente differentiati — quantitas conftans a loco mutabilis x fubftituitur. Bre- 
dx • 

vitatis caufa defignet ^ va ' orem exponentis diflerentialis quando in 

eo loco x quantitas conftans a fubftituitur. Fit ideo A = 

2 0 . Pariter fit Q= (x — o)Q', nec Q' evanefcat cafu x = a; valor determi- 
natus B, quem Q' recipit cafu x = a, eft B — 

><t/dP\ 

P , (x-a)P\ P' , A \AxJ a/dP\ 

30. Tum vero ^ cafu x=« fit 


Exemplum. Sit P = x m - a '* , quae evanefcit fafto x=a: — mxm-i, 

& °(<D " = Pariter fit Q = x»-o n , quae evanefcit fafto x = a: 

^ = *X«-J, & °(^) = «wn-i = B. Hinc d = 
dx Vdx' ' B n 

§. 149. i°. Quodfi (§. 148. i°.) etiam P' evanefcit cafux=o; proinde- 

que eft P =(x-o)P"; fed p ' non evanefcit cafu x= a: eodem modo confequitur, 

valorem determinatum A, quem P" cafu x = 0 obtinet, eflfe A= a [~). 
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Aqui ob P 


eft ^+(x- a )~= proinde cafu *=», %A= "(JJ-J’), & 

a_ i «/'ddPN 
U VdW’ 

2°. Pariter fi (§. 148. 2°. ) etiam Q' = (x-a) Q", nee Q" evanefcit fafto 
x — a\ valor determinatus B y quem Q" cafu x=a obtinet, eft 3 — 


„ _ P, (*-«)*. P\ P 

3 - Tumvero 


P’ 3 

5- f,t 5- 


a/ridPy 
_Vd**/ 

o/ di) 9'\ 

\dx’J 


cafu *=» 


Exemplum. Sit P = »■+! -(■+!)«»+«■+* 
dP 
d* 
ddP 
«i* 1 


= - H.»H-ia*n-i4-».n-f i* n = o, fafto *=«, 
= - w.B - 1 .n+iajcn-i + n.n. 


= o . tt-H a n ~ I = 2.x* 

VcLr 2 -' 


Pariter fit Q = a*+i - (m+ 1 >* m 4- mxm+1 

*(£?) 

fl/ddP-s 

^4 'dj!V «.B+I 


w . m4-i a™ -1 = 2B. 


unde 


fi o/dcip^ w.m-H 
Mi»/ 


-an-*. 


§. 150. i°. Quodfi (§. 149. x°.) & P* evanefcit cafu Jt = a, & proinde 
e ft- p* (^-a)p‘; fed P* non evanefcit cafu x = a: eodem modo confequitur, 

valorem determinatum A, quem P" cafu x =2 a obtinet, effe A= 

„ , . dP dp‘ 

Sed propter P +(*-°) = d ~ 


dP” d/f 

eft 3 ^ +(jf ' o) sf • &»■ ’ quare fafto xs=a ’ 


1 »>ddPS 


et 
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et propter #+<—)££=£? 

- £?•+«-«£? - £?• * >'© - "(eD- *- 

1.2.3 ^dx 3 ' 

2 0 . Pariter fi (§. 149. 2 0 .) & Q' evanefcit cafu x = a; ac proinde eft 

Q"= (x - a) Q"; fed Q non evanefcit cafu x = «: vaior determinatus B, quem Q’ 

cafux=a obtinet, erit 5 = . 1 °( 

1.2.3 > 


3°. Tum vero P(= ^ x ' a ^\P^ ) = fit =, 


Sit £ = 

r 9 = (x-a) 3 (x 3 +a*) 

a 


2 a* 

— ... — X# 

20 3 


- M*-' , 1©) 

- -3 “‘ * Xffi ”* 

§. 151. Si rurfus (§. 150.) P“ & Q"evanefcunt, polito x= a; * proinde 
funt P = (x-a)p , Q = (x-a)Q ; ita tamen ut P & Q"non evanefcant cafu 
x=a; fed P"& Q" hoc cafu valorcs habent determinatos A, B: erit 

" - * - rVO: — f = § v • 

\dxJ 

§. 152. Cenera/im. Sit P = (x-o) m p , exponente m denotante numerum 
integrum pofitivuin; & p'non fit diviiibilis per x — a. 


Erit 


~ = WlCx-fl)™-I.P' 
dx 


+ (x-a) m . 


dP’ 

dx 


1 

Ee 3 


A'P 
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ddP 
Sx 1 


= tn.rn- i(x-n) m ~ 2 . P' 
+ vn 
+ 




dx 

, ddp' 


^- 5 - = m...m-2(x-o) m ~3. P' 
dx 3 i 

+ 3 i».«-i(x-o) m - 2 .^- 


+ 3 ”» 

+ 




d*P 
dx 4 


d p' 

4- 4« 2 (x - g— 

+ 6 « ... m * 2 (x - fl) 1 " -1 - 

, . d 'P' 

+ 4 * 

d 4 />‘ 


(*"O n 


dx« 


d B jP 
dx» 


m 


,..m- (n-i).(x-o)"*-" . P’ 


+ ” w . . - m - <«-2). (x-oJ^Kn-i) . ~ 

I uJf 

+ ! . «. . . m - (r-3).(x- 0 )«K“-2) . ^ 

d 3 P 

+ • • tn - (i»-4K*'«) m -< D “ 3) • T-r 
13 u 


j n 

4 --•« 

i 


M frI - jjir 
(-)*» • £? 


d m ? 
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d m P _ 

dx” 


m 


...l.P 


, m f » dP 

, tv ih-j , ,, ddP' 

+T T -" 3( ’ ST 

, m wi-2 , x, d l P 

+ r . T . W ... 4M 3. dx3 - 


Proinde ^ = 


i «• 

+ r 


I a/d m P 


f \.r i d m * 1 /' 

(X-OV- 1 . - 

' J d* m ~ l 

f AmP ' 

(x-n)m . 

v y d* ra 


Ya m P\ 
i. 2 ...wi Mx™-' 

Pariter fi Q = (x- 0 ) m Q'> 


a/'d m / ? \ 

B = unde ± = 

»m/ 


xU m ' 

- > 

i 

§. 153 . Sit nunc P = (x-a) n p„ denotante » numerum integrum pofiti- 
vum.. Fit ideo P n = (* - «>" , 

^ = p" +«(x -«)/)"-« , . 

unde A = r( n (^))-. 

Sit pariter Q = (x-a)"j: erit Q n = (x-a)j»,. & ))•' 


A A * 
unde -j, =1 T 

JJ 


afdP n \ 
''dT' 


n /dQ n \ 
'dx ' 


§. 134 . Sit tandem P = (x-o)np,, ideoque p» = (x - a) m p“ : 
i">P" 
dx™ 


erit xS-) =i -*-- w ^ a - 


Si» 
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Sit quoque Q=(x-a)nq; ideoque Qn=(x-o)"Y>: erit m") = i . . . . mB" ; 


unde 


A" 


/>~dx* ' 
B a o/'d m Q" \ 
'~2xm ' 


B 


.r 


aM m P n \1 

V dj;nt J 

n^ (i 


L 

Exempla. Sit P = r(xx-aa)-(x-a) = T{x - a) (J^x+a) - r (x - a) ) ; 
proinde p = V'(x+a)-r'(x-d). 

Erit PP = j(x -a)(x- v(xx aa) ) 

= <* - vxx-aa)+ 2 (x-a)(i--^~^) = 2 (*-V(*x-a«) + 3{*-o)-2v£l£): 
unde >4v4 »2«, .4 =s V2a. 

Sit 9 “■ v(i 3 -a 3 ) - (x-a) vx = v(x-a) (v(xx-4-ax4-aa) - vx(x-a) ) 

PP = (x-a) (xxx-J-aa - av(x(x-a) (xx+ax+aa) ) 

proinde BB 


ava. 


. . A Sia 

bine — = — — 
B aS 2 


aaa, B 
I 

v^n" 

§, 155. Obfervatio. Ex formula (§. 152» ) 
d™P _ 

dx m 


1 P' 


+ = 

I 


m , . . a(*-«> 


if 

dx 


m-i 


m... 4(x»<i) 3 


d*P 

dxt~ 


+ i 

1 


(x-a)*-' 


d*— t p 
dx*-*- 


(x-a)* -E- fequitur, quantitatem m . . . . iA, 

dx* 

quae 
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qu« eft limes pofterioris membri hujus aequationis, limitem effe etiam expo- 

A m /J * Jm n *■ 


. «♦ d m P 

nentis diflerentialis — feu A = 

cU m I. 2...W 


1 lirn. dm ^ 


Pariter — - — lim.i-?; unde — = 

I.2...W dx 01 B 


lim. 


dx m 

d m P 


<tv m 


A m P 

dx m 




d*™ 


dx™ 


* Hanc obfervationem paucis exemplis illuftrare haud alwmim abs re erit 
dP - dP 


P fin.x . dx -• colJC ^ dx = lim conx 

d P i 


Sit 77 = 

Q x 


» d O 

dx = *• 


= I. 


dx 


‘ dP dP 

P tang.x dx ec - x dx r r j 
Sit —= -s — , lim - 5p = hm.fec.*x= r. 

K dx = 1 dx 


Sit S fumma progreflionis geometricae S = i+x-f x 3 -f *»-i : eft 

S = P rout ‘ progrefiio decrefcit, aut crefcit inde ab unitate. 

Quodfi autem feries propofita neque crefcit neque decrefcit; feu fi feries pro- 

pofita terminis confiet inter fe «qualibus : fit S = iZL 1 " = 1 1 

i— i r— i’ 

Dico autem: methodos, quibus progreffionum geometricarum fumma? in- 
veftigantur, ad hunc cafum non pofie applkarL 

Prima methodus eo redit, ut inferatur (ex Prap. 12. Lib. V. Ekm.'): fumma 
omnium terminorum excepto ultimo eft ad fummam omnium terminorum ex- 
cepto primo, uti primus terminus ad fecundum. Unde, cafu «qualitatis omnium 
terminorum, fit S — 1 : 5 — x = 1 : 1 , £ — 1 = S — 1 ; qu« eft «quatio identica, 
ex qua nihil concludi potcft: & fi computus ulterius continuetur, fit 
£(x— 1) = 1— 1 , S = i_J, qu« eft exprefiio indeterminata. 

Transeo ad alteram methodum. 

Sit S = i+x+x s +x 3 + x« + ...x®-i 
erit Sx =3 x+x J +x 4 4-x 4 +. ..x“-i-fx« 

unde S(x-i) =- 1 + x» (fi progrefiio crefcit) 

S(i-x)=i 1 — jc n (fi progrefiio decrefcit) 

F f Sit 
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Sit autem feries neque crefcens neque decrefcens: erit 
5ax + I + l + l+-'-+I 
5.1= i + i + I+ .«*-+ i +'* 
j^-,) = i -i S = quae iterum eft 

expreffio indeterminata. 

Cum autem ratio aequalitatis limes fit tam rationis decrefcentis x : i (po- 
fito x > i), quam rationis crefcentis x: i, polito x<i; pariter fumma termi- 
norum fibi invicem aequalium tam limes eft parvitatis fummae decrefcentis toti- 
dem terminorum in progreffione geometrica a primo inde prioribus aequali cre- 
fcentium , quam limes magnitudinis fummae crefcentis totidem terminorum in 
progreffione geometrica a primo inde prioribus aequali decrefcentium. Unde 
fumma terminorum fibi invicem aequalium (quamvis feriem geometricam non 
conftituant ) elici poteft ex fumma totidem terminorum ab eodem primo ter- 
mino in ferie geometrica progredientium ; quaerendo fcilicct limitem fummae 
hujus progrelfionis, quatenus exponens progrelfionis ad unitatem accedit. 


Eft nempe 


s = h\' Stf«=i+»; — = 7 + -- T «+ 7 - 3 


*»+*... £ 3 *» + 

x • i - v i 12 13 ^ 4 

ujus feriei limes parvitatis eft ». Sed hic limes eft feries totidem terminorum 
riori aequalium : ergo fumma n terminorum unitati aequalium eft «. 


Pariter fit S=i+2x+3x*4-4x j +5x 4 +...+» * n ~ I 

5x= x+3x 3 -f3x 3 +4X 4 +...-H-i.x“->’t'«x n 

S-S*=l + x + x* + x 3 + x 4 +...+ x«rJ-#x« 

Sx-Sx a = x + x* + x»-|-x 4 +...+ *«+ x»-«x"+i 

S- eSx+Sx» = 1 -(«H-i)x<M-»xn+i=s(x"+i-x'>H-* n -i)- 

Fafto x = 1 , erit S«i - x) = (■-■)-(*-«>)* ex qua expreffione nihU 
deducere licet. 

Fiat autem x= i+z, & quaeratur limes expreffioms ; ent 

S B 
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S = "J 


aa-7 

1 1213 — A 

1 * 1 3 j 

'112 13 


£2 


cujus limes eft 5 ^±!. 

Ta »-2-3 *■ — 4 U2 

Eademque computandi methodus ad plurimas feries applicatur, numero- 
rum nempe figuratorum, & generatim terminorum ad differentias conflante» 
perducentium , eorundemque per terminos feriei alicujus geometricae multipli- 
catorum. 

§, 156. Hinc intelligitur, quomodo theorema Taylorianum poflit ad hanc 

inveftiga donem adhiberi. Scilicet fit P=>JL; litque P funftio integra ipfius x. 

Sit A* valor ipfius x-a, praecedens valorem x-a=o: valor ipfius P huic valori 

, , . Ax dP &x 2 dd/* A* 3 d 3 P, . 

6 x refpondens erit T ~~ + - Sf T+^ < ES+*»» 

proinde ^ +-^- • • • > cujus limes eft 

promae ' d* ^ 1.2 Ax 2 T 1.2.3 d* 3 1 \U' 

Eodemque modo «'= § +£c?+£l£?K... “i» «■»<« "(£> 

, A «/dP\ 

U " JC *“ (j 5 } ' . 

Eodemque modo fi = o, & (^) = 0: erit — = ‘^ddg’ & 

fic deinceps; quousque ad exponentes differentiales fimul non evanefcentes 
perveniatur. 

§. 157. Huc perdnet determinado (fi poflibilis fit) differentiae exprefiTo^ 
num infiniti feu impofiibilis, quae prodeunt, dum operationes quaedam ultra ca- 
fus, ad quos quadrant, extenduntur;' feu exprefliones 
oxoo, oxj; quippe quae Ita redeunt ad §.- 

Exempli loco fit applicado refolutionis fraftionum, quarum denominatores 

F f 2 fafto- 
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faftores habent a fe invicem diverfos, ad cafum, quo' faftores hi fiunt inter fe 

aequales. 


_ i 1 

Nempe xTa^x-a' * * X j° = — — fafto autem 

x-n x a i i a-a 'x-a x-a 

+ 


a =s a. 


a-a x-a 


fignum impolfibilis nos monet, refolqtionem propofitam ede impoflibilem ; 
& quaerenda eft differentia 'duarum exprefiionum impoflibilium — L_ , I , 

. . fl-fl x-a 


I _I 
fl-fl x 


t i i a-«' . (a-aV (a-a ) 3 . 

Eft autem — =-i = — — — r = — — — . 3 I-7-— - fj — ■ , + . . . . 

x-a x-a+(a-a) x-a (x-fl ) 3 (x-a) 3 (x-a) 4 

1 / I I \ _ 1 f °- a ’ (fl-fl*) 1 . (<»-*) 3 _ _ \ 

«-«'''x-a x-a' 1 ' a-a \X-a ) 3 (x-n ) 3 (x-a ) 4 

I fl-n ‘ . (fl-a ) 3 _ I f 1 

= -r, — , — + ; — fi —••• = , — rs cafu,quofl=o. 

(x-a ) 3 (x-fl ) 3 (x-a ) 4 (x-n ) 3 ^ 


Pariter 


1 _ • 1 1 

"I 1 — “ f »* ’ 


x-fl r x-fl . x-fl a-a . a-a x-a 

1 * * 

T “1 1 w* T 

a-a. a-a x-a 


_ _ .1 • > 1 

, I I __ • I /'a-a a-a a-a \ 

• 11 J • • “ l 1 t' f »v ™ 1 T » J 

a - a . a - a x-a a-a . a-a . a - a v x - a x-a x-a ' 


= . r . , r- fl - 


* * * • 
a-a 


a-a * a-a , a - a v x - a x-a 


( a-a 

x-a' x-a*'*' 

a - a a - n^x - a x-a'-' a-a '. a-a “''(x-a ) - (a-a ') x-a''' 

/ , / 1 ■ 1 ,.) = — 1 f' 1 I \ 

a-a . a-a 'x-a x-a a-a*. fl-fl* 'x-fl 1 (x-a )+(a - a )' 

_ 1 / fl ~ a ‘ . ( a ~ a ' )3 ( a - a ‘) 3 (fl-fl *) 4 . > 

a-a , .fl-fl’'(x-a') 3 ‘*‘(x-n') 3 (x-a) 4 (x-fl) 5 

I ( fl-fl* (a- a") 3 (a-a'') 3 (a-a*) 4 . 

a", a '-a"' (x-0') 3 (x -o') 3 ”*"(x -.n') 4 (x-a') s 


a-a . 
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- T ( T p a ~° . ( n - a 'V ■ ( fl - fl '? 3 . , \ 

o-a\x-a) J (x -o 1 ) 3 (x-a ') 4 (x-a ') 5 


I ✓ I o'-g‘ (fl'-fl ') a (a‘- a ' ) 3 

a-a^x-a 1 )* (x-a ‘) 3 . (x-a ') 4 (x - a Y 5 


I /■ o-a" . (a-a“)(a-;a‘4-a') , (a-a'X(n-a') , -(a-n')(a'-a”)+(a , -a’) l, 1 ^ 

«A (x^)3+ (x-aV + (x-a> ■ ; 

I o- 28 '+a* 

(7^p + (x-«')" + 


a-a.a-a x-a 

Unde pofito o=n'=a’, fit + = • *, ■■ ~ — L_. 

a-a.a-a x-a (x-a ) 3 (x-a ) 3 

, 1 1 

"T ~ « »* J» 

a-a.a-a x-a 

Expulfis igitur impoflibilitatis fignis, coacla calculorum ad catus, ad quos 

quae 


non quadrant, applicatione introduttis, reftituitur expreflio realis- 
in exprefiiones impofiibiles fuerat refoluta. 

Idem dicatur de refolutione impoflibili fraftionum - — 1 


(x-a ) 3 ’ 


(x-o)n 4 (XX-2BX coi.a+nu) a 


. 00 


15S. Progredior ad nonnulla exempla, quibus differentiae propofitae 
quantitates transcendentes comprehendunt; eaque defumta ex Eiileki InJIitu. 
tionum calculi .diffcrcntialit parte pofteriori Cap. XV. 

Exemplum primum. Sit funftio — , - , cuius termini - *- & 1 

x-i Iog^’ J x-i w log.X 

fiunt i feu » fafto x = i. 

^ x i _ xlog.x-(x-i) _ P 

x-i log.x x-i. log.x Q’ 


Ff 3 Erit 

ia) Applicitiores inter huc nsque traditorum notari inprimif meretor fraftiontun ratio- 
naliom , quarum denominator factores habet tam fimplices quam compofitos , tam re»- 
les qnam imaginarios , in alias refolutio a celeb. Eujlzro ix^lnftitutiombui calculi 
differentialie Cap. XV111. expolita. ' Quamvi* enim refolutio haec methodis mere 
elementaribns (edam absque methodo indeterminatarum) generaliter inftitui poffit; 
propo (itiones capite hoc itabilitas mire eam juvare ac concinniorem reddere non eft 
diffitendum. 


/ 
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Erit ~ = log.*-fi— i=log.* = o, fafto x=t 


^ = log.,+^ 


Hinc 


dQ _ 

dx 

ddP i 

dx 1 x 

WS 3 

dx* 
t/MP> 


J_ + I x-i 

XX XX 


= o, fafto Jf= i 
= I, fafto * = t 
= 2, fafto x= i. 


<J$ ' 5 


s £. = i. 

w * 


• I I »Y 

Exemplum fecundum. Sit funftio — — , cd}us quaeritur valor cafu, 

quo * = o ; & proinde uterque terminus impoflibilis. 


2 P _ C«+i)-(i --*)(' 3 0 

Q jfjc(< 2 *- 1) 

= l+(0*-l1r« 


o, fafto *=o 


^ *= ax(f«*-i)+2»«*“ = o, fafto x—o 


dd P 
dx* 




— o, fafto x=o 


= 2 (< M -i).+ 8 *« w + 4 *'« J * = o, fafto x—q 

d 3 P 

j. = 4«** 4- 4jf?M = 4, fafto *=o 

d 3 Q 

= iw** + 24.««+8jrxf2» = i2, fafto x=o. 


o rd 3 P\ 
W' 
d 3 Q> 
d * 3 ^ 


Hinc Jd*' ' . 4 . 4 . x 
o/d 3 Q\ 11 * 

VrUlV 


Aliter 
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Aliter i = 2x+ — x 3 + 

i.a 1.2.3 


23 - 3 + _£l x 4 + 


hinc 


I-x 


X(£** - I ) 2 XX 2 XX 


I ... 4 


-(*-■*) 


I_ 

2 XX 


T , 2 2 3 2 3 , 

1+ X+ — XX+ * 3 4- 

L *•* 1-2.3 ^1-4 + 

*(l +— x+— — x 3 +- x 3 -f . . . .) 
1.2 1.2.3 I...4 ' 

- 2*(-L + -A-x4--£lx 3 +^i-x 3 + ....) 
1.2 1.2.3 1-4 *— 5 


I 

2 XX 


1+ +....) 

I%2 1.2.3 ‘—4 

V I.2. 3 I...4' S ...4 I..V T 


1 + -*+— x 3 +-il* 3 +.... 

1.2 1.2.3 1-4 

»* \ / «3 


t+(-2l-21>+(-2i--2l>-+ 

= i **2*3 I »< ^-4 » -s y , 

/»3 f 9 


fafto XSSO. 


I + — X+ Jl_x 3 + JL_X 3 + . ... 

1.2 1.2.3 1—4 


Exemplum tertium.. Sit — *— funftio ex duobus terminis ixnpoffibi- 

r xx xtang.x 1 

libus compofita , fafto x—o* 

&go l - *!&*=* 

8 q xx tang.x 

= lec. 3 x-i 
dx 


“!? =5 2xtang.x-fxxfec. s * 
dx 

= 2 fec. 3 x tang.x 
dx 1 

=• a tang.x-f +x fec. 5 x+2xx fec. 3 * tang.x 

dx 3 

= 4 fec. 3 x tang. 3 xf- 2 fec. 4 x 

dx 3 

= 6fec. 3 x+i2xfec.*xtang.x+4xxfec. 3 xtang. 2 
• . +sxxfec. 4 x 

Unde — = 1 . fafto # = o. 
ii 


s= o, fafto x=o 
= o, fafto x=o 
= o, fafto x=o 
= o, faftox-=o 
= 3, fafto x = o 

■* — 6, faftoxso 
Aliter 
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Aliter 


cof.x i .3 1...4 1...6 


mx S .x -tm.x + 

J...3 1...5 1...7 

1 L xx+ _J_ x 4 _JL oc s+ . 

hinc £ = _L(,- l : 2 ,.l- ± *- 6 

^ XX - - 


i— -!-**+ -L-x 4 — x 6 + 

1...3 1...5 1-7 

f_ * 4 - 

= ^7-^ ' — = i, fafto x=o. 

1 x 4 — . . . . * 

• 1.2.3 ‘-S 

Exemplum quartum. Sit — — - funftio ex duobus terminis impoffi- 

2X x(<* + i) r 

bilibus compofita, fafto x=o. 

Igitur a~ = . f* - * 

Q x(<* + i) 


dP 

dx 


= e* 


= I, fafto x — o 


^ 3 . as e*+i+xe* =»■ 2, fafto x = o: 

hinc 2^ = |, fafto x=o, feu ^ 

<< Q • 


Aliter e* + i = 2+x+ — + * 3 
1.2 1.2.3 


-H . . . 





. X X* 

I *T” 4- ___ *4- 

I _ I _ I 

1.2 r.2.3 

( 

1.2 I.2.3 

2X x(«*+l) 2X 

2+*+—+ + 
L 1.2 1.2.3 * 

2 

x a 

2 +X+ — +... 

L 1.2 J 


. 1 
4 • 


§. 159. Cafibus explicatis , quibus quoti ^ fiunt determinati,- paucis per- 

X> 

flringam cafus (non fatis haftenus obfervatos), quibus ifignum § abfolutam in- 
dicat indeterminationem.. Quod ut luculentius faciam, ab exemplis quaiji fim- 
pliciiliniis ordiar. 

Exim- 
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Exemplum primum. Sit m : m' ratio data duarum quantitatum x, y; & fit 
n:n ratio etiam data earundem, poftquam quantitatibus datis a, b aucta fuerunt 
n'a - tib 


Erit k = m x 


y = *» x ■ 


— i — r~ 
nm -nm 

r.'a - nb 


m a-mb 
X + a — n X — i— t- 
nm - nm. 

m‘a - mb 


x+b=n X 


nm - n m 


nm - n w 
Jam vero fit a : b = m: m\ 

Quoniam x :y a* m : nr: erit x+a:y+b =mun'; ideoque n: n'=^m:m\ 

_ na =i nb * = oX § x + fl = «X§ 

Kf pTfl 

m'a = , mb y = b X % y A- b = b y.% 

Atqui ratione quantitatum a & b rationi quantitatum x & y aquali pofita, 
patet : quantitates x &c y efle pofie qualescunque , feu eas efie indeterminatas ; 
proinde hoc cafu fignum § abfolutam indicat indeterminationem. 

Cafibus, quibus quantitates x & y funt determinata, quantitas x (v. gr.) 
determinatur aquatione mn'x + mna = nm'x + nmb. 

Atqui pofito m : m'= n : eft mn' = m'n; ideoque termini mn‘x, nmx funt 

invicem aquales: unde debet efle mn'a = nmb, feu n'a=nb, & a:b = n: n : 
dua exprefliones mn'x -p mn'a, nm‘x + nmb funt ideo identica, & nihil ex illis 
deduci poteft, quod ad valorem quantitatis incognita x, cafu, quo 
m : m' = • : n' = a : b. 

Exemplum fecundum. Proponantur dua aquationes : fit 

x = y _ P * ” fl?. Quamdiu non eft ab'=a'b, feu a:a = b : b; dua 

ab — ab ab — ab 

quantitates incognita x, y aquationibus praecedentibus determinantur: cafu 

autem, quo a : a = 5 : b , feu a = na, & hmul b «= nb; nt mx ^.„ 1 ^ p' • 

unde p'c*np, & p'b *=■ nbp = pb' ; fit ideo *=§, feu quantitas indeterminata: 

& fi non eflet p'— np; figni x «= — — introduftio quaftionis propofita im* 

ab. o 

poffibilitatem nos doceret. 

Eadem applicari poflunt ad quaftiones, in quibus tres aut plures quanti- 
tates incognita occurrunt. 

Exemplum tertium. Exemplo primo prorfus analogum eft hoc alterum. 

Gg Detur 
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Detur fumma a quantitatum *•, it:m fumma b quantitatum y, y'; den- 
tur etiam rationes tam quantitatum x & y, quam quantitatum x‘, y‘: & 
quaerantur quatuor hae quantitates. Si ratio fummarum datarum a, b aequalis 
elt rationi datae quantitatum x, y: ratio quantitatum x\ y' exinde ita deter- 
minatur, ut aequalis fit priori rationi datae quantitatum x, y; & hae quanti- 
tates poliunt efle quaecunque in ea ratione data , quae indeterminatio fymboli 
§ introductione indicatur. 

Quantitates datae numero pari a, b, t, d ... . fint fummae 
aut differentiae quantitatum y,y\ 3,2', v, v. ... Dentur etiam 

' rationes x.y, y-.z, z:v, v':x‘. Fieri poteft, ut 

quaeftio fit indeterminata. 

Inter applicationes geometricas propofitionis hujus ad indeterminationem 
ducentis tres fequentes indicabo, quae qunfi fponte fe mihi obtulerunt. 

Figurae rectilineae pofitione ac magnitudine datae inferibenda fit figura re- 
ftilinea cognominis perimetri omnium -minimae. Cafus, quo figurae propofitae 
numerus laterum eft par, ita eft indeterminatus; ut, fi problema propofitum 
poffibile fuerit, folutionum numerus nullum habeat limitem: & facile eft inde- 
terminationis hujus nexum cum cafu praecedente offendere. (Vid. Relatio mutua 
capacitatis C terminorum fi gurarum. Varfaviae 1782.) 

Pariter circulo dato inferibenda fit figura reftilinea, cujus latera perpun- 
fta pofitione data transeant. Problema hoc cafibus quibusdam etiam fit in- 
determinatum; uti offendi in diflertatione , quam de hoc eleganti problemate 
ad Academiam Berolinenfem ante aliquot menfes transmifi: & indeterminatio 
haec ad eundem omnino fontem poteft reduci. 

Idem contingit, quando figura reftilinea cognomini figurae reftilineae ita in- 
feribenda eft, ut latera ejus perpunfta pofitione data transeant, aut fint reftis 
pofitione datis parallela. 

Sed miflis hisce quaeftionibus magis arduis transeo - ad exempla geometrica 
fimplicitate fua commendanda. 

Sit circulus , cui inferibenda fit linea refta , quae per punftum pofitione da- 
tum trauseat. 

Sit 
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Sit C centrum circuli , cujus radius fit r; fit P punflum pofitione datum , p;g, 
cujus diftantia CP a centro fit a; fit XT recta magnitudine data infcribenda 
e= 2b; & fit CZ ipfi XI' perpendicularis. Omifla analyfi & conftruflione geo- 
metrica (quibus hic immorari a fcopo 'foret alienum) exponam tantum calculum 
algebraicum, quo fit fin. CPZ = = '..Sl—JH, Fiat autem b = r, & proinde 

refla infcribenda transeat per centrum ; fit fin .CPZ = A : eodemque cafu pun- 
flum P propius propiusque ad centrum acdfedat, & cum eo tandem coincidat; 
ita fit fin. CPZ = § ; & cum hoc cafu unica fit conditio, nempe ut refla du- 
cenda per unum tantum punflum datum transeat ; fignum hoc indicat indeter- 
minacionem pofitionls lineae magnitudine datae. 

Obfervatto. Si fuifiet tantum o = o, non autem b = r: foret fin . CPZ — 

( rr - bb) . & j loc fy m 5 olum efiet fignum impoflibilitatis (Cap. IX.). 

o 

/ * 

Alterum exemptum. Sint duo punfla pofitione data; fit & tertium punflum Fig.43. 
pofitione datum, per quod ducenda fit refla talis, ut perpendicula ex duobus 
prioribus punctis datis in eam denuda fint inter fe in ratione data. 

Sint X, B duo priora punfla data ; fit P tertium punflum datum : & quae- 
ratur refla PX, in quam demifia perpendiculari, Bb fint inter fe in ratione 
data. Agatur refla AB, & dividatur in Cin ratione data: refla PC eft refla 
quaefita. Ut problema fit determinatum ; necefle eft, ut C punfla fint di- 
verto : fi fccus eveniat , unicum datur punflum , per quod refla ducenda fit, & 
proinde politio ejus eft indeterminata ; quod calculo etiam indicatur. 

Sit AC = a, PC = b, AP — r; in triangulo APC fit fin.C =1 
a y,(a+b+c a+-b - e a-b+c -a+b+c'^ 

? 2 - — ? 2 Ratione data manente eadem, feu ea- 

ab _ • 

dem manente AC, evanefeat PC: fiet AP — AC, feu a = e, & b =0; unde 
fin.C = ag: quod fignum. indicat, omnes reflas per C duflas conditioni propo- 
fitae fatisfacere. 

Hsec poflent ad numerum quemcunque punflorum pofitione datorum ap- 

Gg s plica- 
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plicari; & huc quoque revocatur indeterminatio, cui anfam praebet problema 
locale, quod expofui in opufculo meo infcripto : Rjlygonomttrit , pag. 72 — 93. 

Indeterminatio haec, ubi occurrit, affeftiones quasdam generales quanti- 
tatum, quae locum ei praebent, poteft indicare. Sic v. gr. poftremum exem- 
plum intime conneftitur cum proprietate centri 'gravitatis, de qua vide §. I25fq. 
Sufficiat paucis exemplis elementaribus affertum hoc iterum illuftrare. 

Circulo dato infcribendum lit quadrilaterum , cujus anguli dantur. 

Sit ABA'B' quadrilaterum propofitum, infcribendum circulo, cujus cen- 
trum C & radius C/I. Agantur radii CA, CB, CA\ CB\ 

Sit CAB = CBA = x 
Erunt CBA' =3 CA'B = B-x 

CAB' = CB'A = A—m-x 

CB' A = CAB' = E'-A+B-x = A — jt. 

Unde angulus x fit indeterminatus: & fimul A + A = B + B’; feu difcimus, 
fummas angulorum alterne fumtorum efie invicem aequales. Idem valet de 
quavis figura reftilinea numeri laterum paris, circulo infcribenda. Huc etiam 
pertinet cafus indeterminatus problematis in Geodaefia tantopere utilis; quo, tri- 
bus punctis pofitione datis, quaeritur quartum punftum, obfervatis ex hoc pun- 
fto angulis, fub quibus mutuae priorum punitorum diftantiae apparent. 

Idem dicatur de fummis laterum alterne fumtorum figurarum circulo cir- 
cumfcriptarum. 

Sint A, B, C latera alicujus trianguli; 

a, b, c anguli his lateribus oppofid: quamdiu latera A & B funt 

invicem inaequalia, ac proinde etiam anguli a & b invicem inaequales; eft 

tang.‘.-t^. : tang.*!!^ = A+B : A- B: data igitur ratione (inaequalitatis) late- 
7 > 2 

rum AScB, &data differentia angulorum a & b, determinatur tangens dimidiae 
fummae horum angulorum per aequationem tang.-^ = tang.— x 

Sint autem latera A, B invicem aequalia: fit = tang.-^* X |; & 

hoc foret fignum impoffibilitatis, nili effet Iknul ~a= 3 b, & tang.^— ^ = 0: unde 

tang. 
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tang.— = f. Signum ideo indcterminationis ° nos monet: quod, fi nulla fit 
2 

laterum differentia, etiam nulla fit angulorum oppofitorum difTerentia. 

Idem dicatur de altera propolitione , quae unum eft etiam ex pnecipuis 
trigonometriae planae fundamentis. Sit B bafis alicujus trianguli, in quam ex 
vertice oppofito b agatur refla perpendicularis; & fint A' , C' -Tegmenta bafis 
lateribus A & C adjacentia. Quamdiu A & C funt invicem inaequalia, fiat pro- 
portio A+C: A—C = B : A'— C' ; unde A+ C = Bx ; fi V ero A'= C' 

A — C' ’ 

& proinde A=zC; fit A + C = B x g , quae eft expreffio indeterminata. Nume- 
rus nempe triangulorum aequicrurorum fuper data 'bafi conftruendorum eft 
illimitatus. 

Sed haec fufficiant dc re ad elementa pertinentia: ncc immoror oftendendo 
nexui inter propofidones , ab antiquis Porismata nuncupatas, & lignum § cafu, 
quo indicat indeterminationenu 

Caput decumum septimum. 

De theoremate Tayloriano ad f unitiones duarum pluriumve variabilium 
extenfoi et de rationibus different ialibus atque integralibus 
eat undem [unitionum. 

§. 160. 

£jit P funftio duarum quantitatum mutabilium x, y. Valores, quos funftio 
haec recipit, quando quantitas x fola, aut quantitas y fola, mutationes Ax, Ay 
refpeftive patiuntur, denotentur lignis 'P, y P. Valor, quem eadem funftio 

recipit, quando x & y mutationes Ax «5 1 Ay fuccefliVe patiuntur, ponatur *P ; 
pariterque valor , quem funftib haec recipit, quando y & x mutationes Ay & Ax 

fueceftive patiuntur, defignetur per M P. \ 

X 

Functio P ex funftione P oritur , fi in" ea y-f-Ay locoy fubftituitur; pa- 
riterque funftio *P ex functione r P oritur, G in ea x -f- Ax loco x fubftituitur. 

* r 

Proinde duae exprelfiones 1 P, y P unum eundemque funftionis P valorem defi- 
, Gg 3 gnant; 
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griant: eum nempe, quem obtinet, fi quantitatum x & y loco quantitates 
je-f Ax, y+Ay fimul fubfti tuantur. 

Quoniam notatio a mathematicis ufurpata, qua exponentes diffcrentialcs 
Funftionum duarum pluriumve quantitatum mutabilium defignant, minus commo- 
da mihi videtur; liceat aliam proponere, calculo (mea quidem fententia) aptiorem. 
Scilicet exponens differentialis functionis /'duarum pluriumve variabilium, qua- 
tenus x fola mutatur, denotetur figno *d P) & exponentes diffcrentialcs fuc- 
ceffivi eodem modo fumti ponantur *d“P, *d“P, *d ' P . . . . Tum exponens 
differentiatis funftionis x d P, quatenus y fola mutatur, defignetur T d' *<i 'P; & 
generatim exponens differentiatis *» ti ordinis functionis *d N P, quatenus y fola 
in hac funftione mutatur, fit S d M d N /i 

Quibus fuppofitis, paucis offendam: quomodo theorema Taylorianum, de 
funftionibus unius tantum quantitatis mutabilis demonftratum, ad funftiones 
duarum pluriumve quantitatum mutabilium extendatur; a funftionibus duarum 
quantitatum mutabilium x, y, quas fiant x+Ax, y +Ay , ordiundo. 


§. 161. Per theorema Taylorianum (Cap. III.) eft 

a P = P+ iX ?*d'P+~l t d"P+ — --*d"P+— *d"P+ — x d’P+ . ... 
i 1.2 1.2.3 1...4 , 1...5 


y p= p+k *d 'p+kl j d’p+ k' id"p+kL m’/'+ 

* 1.2 1.2.3 1-4 1...5 

Proinde , 

rp=P+k* d ‘p+ Ar r d <p + kl_y d ‘p . kL.i$'p 4. kL J d'P+ 

I I«2 I...4 I—5 


+ — (’ I d , P+-^yd ,x d , /M-^'l , d" !, d , /’+^! 1 d' *d'P+ kl y d"*d 'P+...) 

J 1 1.2 1.2.3 ‘•••4 

+— (. . . . *d’ P + k. y d' x d’P+kl y d"*i’P+~— r d“ a d°P +.. .) 
1-2 1 1.2 I.2.3 

; ....... , d‘P + ^ r d'm^ !r d’M’J , +...) 

ii -3 1 1.2 



* d 'p + ^ > 'd'*d"P+...) 

. . . . *a v»4 -.:.o 

Pari- 
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Pariter 

*P=P+^*d‘P+^ll K d'.P + ££l x d’P + ^£1^4- AxS *dP4- 

1 »•? 2-2.3 i—4 IZj ^ ”* 

+ y d'P+- x d' r d'P+ *— x d" ’d 'P+ x d"' M'/H- — M^dTM- ■) 

1 1 1-2 1.2.3 I..4 

+^!( . . . H'p + ^*d ,y d‘p+^*d' y d"p+£*L*d‘WF+...) 

1,2 * *• 2 1.2.3 

+ ~C vp+^fd^d - /» +if! w/»+ ...> 

t,2 -3 I 1.2 

+ C r d''i> + — x d‘ y d"P+ . . .) 

x —4 I 5- 

+0 • • 

* y 

Atqui y P = “-P; proinde aequando terminos harum expreffionum mutationi- 
bus Ax & Ay eodem modo affeftos , fequentes oriuntur aequationes: 

M'*d 'P = x d' y d’P 

y d x d'p = x d' y d*P ’A'*d"p='d'*d'p 

y d" x d’p = x d ,y d”P W x d'p= x d' y d'p y d’ x d’p = x d” y d'p 

WVp = x d ,J d‘> y d“ x d*P= x d‘ y d'p y d* x d’P» V y d'p y d' x d>= x d" y d'p 

Generatim y d N *dMp = *d M> d N P. 

Extmpla. i°. Sit P = xy. x d'p = y T d'p = * 
x d*P = o y d’p = o 
y d' x d'p=i x d’ y d‘p=i. 

9°. Sit PsycV. *d'P=4* 3 y3 y d'P— 3x 4 ^ 2 y d' , d'p=4. 3 jc^s , ‘d' y d , p 

*d"P=4.3-w<y* y d'P=3.2x*y y d' x d>=4. 3 . 2 *3y = x d ,y d"p 

x d‘P=4.3.2^3 7 dP=3.2.i.x 4 > d" x d'P=4.3.2.i* 3 = x d' , d*P 
x d'i>=4.3.a.i.^ 3 

§• 162. 
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§• l ^ 2 - Ex §. praecedente (infiftendo veftigiis Capitum I. II.) deducitur 
determinatio mutationum fimultanearum duarum quantitatum variabilium x, y, 
atque functionis ipfarum P; ac fpeciatim exponentis differentialis harum mu- 
tationum. Conlideratis nimirum funftione P & quantitatibus mutabilibus x, y, 
tanquam funftionibus unius ejusdemque quantitatis mutabilis p; 

■ . dP dx«.i dut.i , 

erit i— = t- dp + a P. 
dp dp dp , 

Exempla. 1°. Sit p = xy. Erit ~ + -/* (ut notum §. 26.). 

dp dp r dp y y 

s t°. Sit P = x*y* ; itaque *d’p = 4x 3 ,y 3 , v dP = %x*yy. 

Erit j— = 4x 8 5f 3 ~+ 3X 4 (/'■—. 

dp J dp ' dp 

Scilicet ut habeatur exponens differentialis ^ : fumantur exponentes diiferen- 
tiales x dp, y d 'p ; qui multiplicentur per exponentes |J- refpeftive. 

§. 163. Data igitur aequatione differentiali ^ + p ! -T: ut aequa- 

dx djj dp 

tioni huic refpondeat aequatio integralis, terminis finitis exprefla; oportet, fit 
X— x dP, & T = T d 'P, proindeque y d‘A' = *d ‘F. 

Exempla. i°. Sit +^-; igitur X = x, T = y : cum ita fit 

x d'T — o' contra< ^ onem non involvit, ut aequationi differentiali propofitae 
refpondeat aequatio integralis, quae fit iP = xx+yy. 

2 °' Sit df = + •^•(** 3 y++*y s +5y 4 ) 


dx„ 

dp x 


+ %r. 

dp 


Tum y d’X= 2.3xxy+4y J , % d'T= 2.^xxy+^y^; 
ac fit P — x i yy + *y 4 + 5 5 . 


3°. Sit 
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• Sit ■£- S^ 4+jr3 y> + 


dp dp 
Ax , 


d P v 

+ a Xt. 


d p dp 

Fiunt l d'X = 4y 3 +x 3 , *dT = ixyy, et aequationi propofitae nulla re- 
fpondct aequatio integralis terminis finitis exprefla. 

§. 164. Ex aequatione diiTerentiali primi gradus fluunt aequationes difle- 
rentiales graduum reliquorum: quod aequationis differentio-differentialis exem- 
plo illuftrare fufficiat. 

Quoniam = 4— *d P+^ y d P; 
dp Ap ap 


ddx 
= d p 


+ t-t n ' p+ 0' rd ' n v’ ip 


O ,i ' p - 6 «PO'»«- 


tes 


differentiatas 4- fupponuntur efle conflantes, 
dp dp 


§. 165. Ex formula pro duabns quantitatibus mutabilibus §. r6i. expo- 
flta, fequitur formula pro funftione trium quantitatum mutabilium. Fit enim 

X 


*i > = P + ~ z d'PF^ z d*P+ -^1 
x 1.2 1.3.3 


*d"P+^i z d‘> 

1...4 


+-( *d'PF— z d' k d'p+ A l’ M* M'p+^1 *d**d> +....) 

I v 1 1.3 1.2.3 

3 d'p+ - z d' z d n M'p+^i z d‘'d'p+ 

I V 1 13 I.2.3 1 ' 

+— ( *d’P +— z d'*d”P+-45l *d'*d’p+ ) 

1.2 ' 1 1.2 

+ 2^( *d ' y d 'P+-— e d ' *d ' 'd ‘P-f-^il z d" *d ' r d 'P + » . . .) 

1-3 v I X.2 

H b 
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1.2 

Ax s 

1.2-3 


c 

( 

+ 3 *£&( 
1.2.3 v 


M'P 


+ 3 ' 


Ax. Af/ J 


< 


+ ^Wp + > 

*d"P +-. . 0 
*dVp + ....) 
*d’M*p + — ) 
’d’p + ...,) 


1.2.3 

+ ( 

1.2.3 v 

s. + • » « « - 

+ “ - ■ - “ 

Si varietur ordo, juxta quem tres quantitates mutabiles x, y, * fuccef- 
/i ve poliunt variari; fex nempe modis, quibus inter fe permutantur ; exprefliones 


*P, y P, Z P, *P, 1 P, *P erunt inter fe aequales. Unde varia confequuntur 
theoremata ; St nominatim aequalitas terminorum , qui iisdem productis muta- 
tionum Ax % tvj , Az afficiuntur. Sic v. gr. obtinentur aequationes fequentes: 
*d'*d ,3r d'P = M^d^P =*d ,y d' I d'p=*d'*d ,y d'p= , d' , d‘*d'P= WV^P. 
Ex quibus porro neftuntur corollaria analoga iis, quae de funftionibus duarum 
variabilium notavimus §. 162. 1O3. 

Hinc facilis elt transitus ad funftiones quatuor, quinque, & plhrium quot- 
cunque quantitatum mutabilium. Quare viam indicafle fufficiat,. qua traftatio 
haec ab idea infiniti liberatur; & quod ad applicationes attinet, qui plura defi- 
deraverit, adeat Euleki Calculum differ entiakm Cap. VII. & VIII. partis prioris. 

Caput decimum octavum. 

De jnaximis et minimis ; et de pmittis flexus contrarii curvarum. 

{^uaeftiones ad maxima & minitna pertinentes adeo frequenter occurrunt, 
non in pura tantum mathefi, fed potiffimum quoque in applicata, quae uberri- 
mis utiMimisque earum applicationibus anfam praebet; ut caput hoc fedulo 

evol- 
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evolvi merentur. Quoniam autem intimus eft ipfarum cum quibusdam curva- 
rum fymptomatibus nexus, quorum contemplatio magnam huic doftrinae lucem 
affundit; utrumque argumentum fimul complefti e re effe cenfeo. 

§. 166. Definitio i. Sit P funftio quantitatis alicujus mutabilis x, quae 
fafta x = a fiat, quam fi quantitati x major minorve valor x-fdjc, x—Ax 
tribuatur, utut parum valorcs hi ab a differant: valor funftionis P valori *=s« 
refpondens vocatur 

Exempla. Numerus datus a in duas partes x, x— a dividatur; & fiat pro- 
ductum x(a — x ) ex his partibus. Produftum hoc funftio eft unius harum par- 
tium v. gr. x ; qua crefcente a zero inde usque ad ja crefcit etiam produftum 
x(a — x). Eadem autem parte crefcere pergente, idem produftum decrefcit: 
ideoque produftum hoc eft omnium maximum , quando pars x aequalis eft dimi- 
dio numero dividendo ; feu quando ambae partes funt invicem aequales. 

Contra fi fiant quadrata ex iisdem partibus; fumma horum eft omnium 
minima , quando ambae partes funt invicem aequales. 

Definitio 2. Sit M punftum quodpiam alicujus curvae: ex quo ducantur Fig.45. 
refta curvam tangens TM'P; & refta MP axi ordinatim applicata, cui refpon- l0 ‘ a °‘ 
det abfciffa AP. Tum ^J^ nuta abfciffa, quae -fit agantur reftae 

axi ordinatim applicatae, quae curvae in ^ punctis, & tangenti in ^ punftis 
occurrant. Si fit N“P ^ M’P , utut parum abfciffa AP ab abfciffa AP differat; 
arcus MM' dicitur verfus axem AB: & fi fimul fit 'NP > ' M'P , totus 

arcus 'MMM verfus eundem axem eft Si vero fimul fit N'PZm'P & 

'N'P£ M‘P, quo cafu arcus MM 


concavus 

convexus 


eft verius axem 4 B, dum arcus 'MM 


eft verfus eundem axem convexus ■ tum M punftum feparat arcum concavilm 
concavus ’ r . r convexum 

curvae ab ejus arcu & dicitur punftum flexus contrarii curvae, 

concavo 

§. 161. Hinc jam oftendi poteft- nexus, qui fymptomata inter curvarum, 
quibus verfus axem x. x-n,— ci: . — maximae 

fiunt, intercedit, 


Fig.4«. 


convexae ^ unt ’ & doftrinam funftionum, quae 
Hh 3 


minimae 

Etenim 
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Etenim quando arcus totus eft verius axem, ad quem refertur, concavus : 
^ >1 > convexus 

fi refla duci poteft arcum hunc tangens, eademque axi parallela; recta axi 

ordinatim applicata ex puncto contaftus dufta eft reftis axi ordinarim 

applicatis ad utramque ejus partem litis ; proinde ordinata haec omnium 

maxima Q uare ordinatis curvae fumtis proportionalibus funftioni P quan- 
uuiuma r r 1 

titatis mutabilis , quae ipfa per abfeiflas AP defignetur ; functio P omnium 

minima determinatur F er rc ^ am axi ordinatim applicatam a punfto curvae, 

ubi hanc tangit refta axi parallela. 

Quoniam autem, quando tangens axi eft parallela, fit r? = o, feu 

d.v d-v 


(§•93 •); determinantur, fi fiat i? = o„ 

§. i68- Si curva propolita, cujus ordinatae funt funftioni P proportiona- 


les, unico conftet ramo, qui totus fit verfus axem convexus 1 re< ^ a tan S ens ax ‘ 

d P 

parallela (fi qua fit) eft unica; & aequationis — = o unica eft radix realis. 


Si vero curva propofita fit undulatoria, ita ut alternis vicibus concava & con- 
vexa fiat verfus axem, ad quem refertur : in unaquaque unda agi poterit 
refta tangens axi parallela; & proinde totidem erunt ordinata? alternis vicibus 
maximae aut minimae , quot funt undae curvae propofitae. Multitudo haec 

maximorum defignatur mu ititudine radium realium aequationis ~ ^o, qui- 
m mimorum ° ’ dx 4 

bus etiam m ? X1 ”! 1 funftionis p valores alternis vicibus refpondent. 

nummi 1 


§. r6g. In definitionibus praecedentibus (§. 166. ) (uppofui: valorem a 
quantitatis mutabilis x, cui funftionis P valor refpondet, ejusmodi 

efte, ut fumi poflint quantitatis x valores ipfa a tam majores quam minores; 
feu (quod eodem redit) fuppofui: curvam, cujus ordinatae funt funftioni p pro- 
portionales, ad utramque ordinatae omnium partem extendi. Fieri 

autem poteft, ut valor o quantitatis mutabilis x, cui funftionis ejus 

valor refpondet, fitlimul& ipfe quantitatis mutabilis a valor: ita ut 

non 


Digitized by Google 


245 

non poflint fimul accipi vnlorrs x -f Ax, x— Ax, feu abfcifl» curvae , his valoribus 

refpondentcs ; & curva ceflct ad alteram ordinatae Ml\ abfciflae x = a refpon- 

dentis, partem. Quod fi locum habeat: ordinatae abfciflis x-f Ax v. gr. refpon- 

ini-f [ arn +1 

dentes fiunt imaginariae; & proinde functio P radice (x— a) 2 " vel (a— x) s “ 
afficitur. 

Ut argumentum hoc, quantum fieri potefi, dilucide pertraftem; fingulare 


hoc 


maximorum 

minimorum 


genus feorfira perpendam: & de iis funflionibus , quae non- 


nifi poteftates (x — a)”, (a—*)", quarum exponens n e fi numerus integer pofi- 
tivus, involvunt, unice primum agam ; ceterasque aliis potentiis afTcclas demum 
confiderabo, pofiquam, quae ad priored pertinent, erunt declarata. 

Et eum adeo arflus fit nexus inter fymptomata curvarum, quibus funt 


verfus axem 


concavae 

convexae 


, & fymptomata funftionum, quibus 


maximae 


fieri pof- 


mimmae 

funt; priorem determinationem praemittam. 

§. t"o. Sit M punftum curvae, ad quod dufta efi refla tangens TT. 
Sit M ' aliud curvae hujus punftum , punflo M utut proximum»; a quo agatur 
refla M'P axi ordinatim applicata, quae tangenti TT 4 in N' punflo occurrat. 
Tum ex punflo M agatur M» refla axi parallela, quae reftae M'P m »' punflo 
occurrat. Ad alteram ordinatae MP partem agatur quoque refla 'M P, axi or- 
dinatim applicata, quae tangenti in 'N punflo, & reftae M>n’ in 'm punflo oc- 
currat • 

Sint MP=y, M'P'=:y‘, ’JU'P= y, Pp‘= 'pp = Ax. 


Erit y=y+^ 4 ? + ^!.^ + ^.d!| 

i i 1.2 dx* 1.2.3 d* 3 1—4 dx 4 

■ Ax dy Ax* ddy Ax 3 d 3 y dx 4 d 4 y 

* x * dx 1.2 dx* 1.2.3 dx 3 "^i...4 dx 4 

feu . y W±— -3^+— — -j^ ± . 
y 1 dx 1.2 dx* 1.2.3 d* 3 1...4 dx 4 

Atqui ^=y ± ^.^ : (§.40.) 


•• • ( 5 * 32») 


x dx 


Hh 3 


Ergo 
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t? r • • N'M' dd" d 3 r/ Av* d^v 

Ergo cafu concavitatis Vjf =-— ^>,.,.5.;^-— ^ + .... 

eafu convexitatis ^«' = + ^.«» ± ^ d>, + dV ± 

N M 1.2 dx 3 1.2.3 dx 3 1...4 dx 4 

Poflto autem, funftionem P alias factoris x-a, ipfi x=a refpondentis, po- 

teftates non continere, nifi quarum exponentes funt numeri integri & pofitivi: 

exponentes differentiales fucceffivi .... aut factore x—a non 

afficiuntur, aut non alias involvunt ejus poteftatcs, nifi quarum exponentes 
funt integri pofitivi; proinde fafto x—a, exponentes hi dilfercntiales aut fini- 
tam obtinent magnitudinem , aut evanefeunt , neque impoflibilis aut infiniti 


<*-«)' 


ligno afficiuntur. 


Quo pofito, ut curva fit ad utramque punfti M partem concava; oportet, 

fit- x 3 dx 3 d 3 y Ax 4 d 4 y , x . _ . 

_ VTI'dP' ± i^i-dI 5 - + r^ , -d^ ± ’ * * ■) ^ uantltas P° fitlva > “tut par- 
vus fit ipfius Ax valor: proinde fi dd f non evanefeat; oportet, fit dd f quan- 
titas negativa (§. 16.) propter Ax 3 femper pofitivum. 

Cafu autem convexitatis neceffe eft, ut fit 
/•Ax 3 ddr/ , Ax 3 d 3 y Ax 4 d 4 « , N . „ . 

+ vT^'d^ ± r^3'dT 3+ I^'d^ ± ) <l uan titaspofitiva, utcunqueexi- 

guus fit ipfius Ax valor; quod (propter Ax 3 femper pofitivum) fieri nequit, nifi 
fit quantitas pofitiva. 

Proinde, exponente differentiali non evanefeente, curva verfus axem 
convexa eft > P routi exponens differentiatis ^ eft jXv™ 

§. 171. Quoniamautem?=y±l^^ + ^\^+M.^ + ^.d 4 y + 

y 1 dx 1.2 dx 3 — 1.2.3 dx 3 1..4 dx 4 
cafu, quo y eft maxima, debet effe fimul 

Ax di/ Ax 3 ddy — Ax 3 d 3 r/ Ax 4 d 4 y . , . . , „ . 

T-*-Ti-»+n3'i3-5=«-sa + — r “ ppoll ' , °' 


+ 


nem 
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nem (§. 169.) fieri nequit, nifi fit ^ = o, & ^ negativa, feu curva verfus 
axem concava. 

Cafu vero, quo y minima eft, debet efle 

+— --J-X+ • ••►©» quod fieri nequit (juxta 
± T dx 1.2 dx : - 1.2.3 dx» T i...4 dx« — ' J 

easdem fuppofitiones), nifi fit ^ =0, & pofitiva, feu curva verfus axem 

convexa. , 

Pofita igitur funftione P hujus formae + n uumerus 

dP. 
dx 

tialibus fucceflivis .... faftorem impofiibilem 

volventibus , & exponente differentiali non evanefcente ; funftio P fit 

U** . 


ddy 


integer pofitivus: fafto j- = o, cui refpondeat x = a; exponentibus differem 

1 non in* 


maxima 

minima 


ddP 


, prouti exponens difierentialis -j— v, fubftitutione x = a in ejus ex- 


preffione fafta , eft “jjJjJJJ* 


Exemplum primam. Sit P = zax-xx; ideoque ~ = 3 « * 2x, = — 2 :• 

dx dx 2 

fafto 1^=3 0, eft x = a, & eft femper negativus; proinde valori x = a 
dx . dx 1 

refpondet P maximum. 

Exemplum fecundum. Sit P = xx+(a-x)*; igitur ^=3 2(2X-a), ^^=+4: 

fafto =s o, eft x = Ja, & ~f femper eft pofitivus; proinde funftio P, ipl! 
x = |a refpondens , eft minima. 

. dP 

Exemplum tertium. Sit P — xx — (a — x) a : erit — =a 2X + 2 (a— x) =3 -J- 20. 

Proinde ^ nunquam fit zero; & funftio P = 2a(x— a) nunquam fit 

Exemplum quartum. Sit P = x 3 — axx -f Ax -|- r 

dP ,, p dP c . a+l^faa-^b) 

— . = ycx-2ax+b. Fafto— =0, fit x — — — i — — 


dx 

ddP ( 
dx* 


6x-20 


^lf=±r(aa- 3 6). 


dx 


Pro- 
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Proinde polito na> 36, fi jr 3= a + l^aa— 36), eft p = minimum; 

fi * = a — Y (00—36), eft P = maximum. 

§. 173. Exponens dilTerentialis — ' evanelcat (live ii fimul evanefcat. 

Ux- v dx 


■ N'M' _ Ax 3 d 3 y Ax 4 d 4 y— &x 5 d 5 y 

1 nr "1 _ ' * j . _ 1 ™ 1 i “f" - T i - • • • 1 


five non). Hoc cafu fit " = qr — — ■ +~--:r ?— ••• «Iu con- 

N M 1.2.3 dx 1-4 dx 4 1-5 d * S cavititif 


N jlf , a* 3 d 3 ;/ Ax 4 d 4 y Ax s d 5 v . 

N M 1.2.3 dx 3 1...4 dx^ ~ I...5 dx s 


con- 
vexitatis. 


A S 

Quare pofito, exponentem ditTerentialem non evanefeere , & feriem expo- 
nentium dillerentialium . . . figno —i— non affici: non potefi: 

• ( ( dx* cur 4 dx * ( ( x - a r • r 

fimul e (Te i^j'p ^ 'jn'p N' P <; ‘MP“ P* 03,3d ® curva non potefi efle ad 

utramque puncti M partem £°|^xa } k d P un ^ tum M concavum & convexum 
curvae arcum invicem feparat, feu eft punftum flexus contrarii curvse. 

Quodfi autem fimul fit ‘| y = o , = o, ^ =0: ut curva fit verfus 


convexa ’ debet efle ^ & P roinde - ut fundio P fiat omnium 

maxima , . _ d 4 y negativa 

minima ’ debet elle di 4 poiitiva * 

Exemplum primum. Sit y = xx(a — x) 

• £ = x(2«— 3*) 

- S"-* * 

cL* 3 

dx fit Zero ' fi so.^lo- feu /= f a - Tum vero 
^=+20 

d4 j . Proinde ablciifis x= ,° refpondent y minima . 

ddy _ ■ \a e 3 maxima 

dx* “ 

Sit 
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Sit autem ^- = o, & proinde x=\ o; huic abfciflae refpondet punctum 
dx z 

flexus contrarii. Vide fig. 47. qua delineatur curfus curvae, cujus aequati» 
eft y = *.<a— •*). 

Exemplum fecundum. Sit y = x 3 (a-x) 
dx 


XJC ( 3 a * 4 *) 


I? - 6x(,-»> 

5 ? = «•"**> 

d 4 u 


Sit ^ = o: erunt *s= h ^ =.| a , + ba ’ S?““ 


24. 


o j*.. + ha 

Sx ~' lj ' i a ’ 51 * = 

Proinde abfciflae x = o refpondet punftum flexus contrarii ; & abfciflae re- 

.fpondet maximum. . . . 

Sit autem = o : erunt x= ,° , + f°; quare iterum abfciflts \ 

dx* z a d* 3 — 6a 

refpondet punctum flexus contrarii. 

In figura 48. delineatur curfus curvae, cujus aequatio elt x 3 (a-x). 


Erit 


5.173. Simul fintg = o, 0 = o> 0 ^o. 

N'!U' 

'N'M 


= + ^ 1.^1 _^L 6 . 5 !y . . cafu concavitatis 

+ i..S d* 5 n.,6 (U‘ r i...7 <k 7 


. non 


€ M ' = + + + . . . cafu convexitatis. 

NM — 1...5 d* 5 1...6 dx 6 — 1...7 dx? 

Proinde poflto: exponentem diflerentialem non evanefcere, & ferie 

ponentium differentialium . . . factorem impoflibilem - ^ n 

comprehendere; nequit pro omnibus utut parvis mutationis Ax valoribus fimul 

» ftj ‘ m’ p' N' fd . UT' p' 

e fle 'yp> 'nfp cafu concavitatis, & ' ' j^' p cafu concavitatis : quare 

hoc cafu punctum M eft punftum flexus contrarii. 

I i * Sint 


Digitized by Google 


as® 


, d *y 
’ & 


Sint autem fimul ^ = o, g—o, 0 -o. ^ 

-, . /i u' , Ajc 6 d 6 */ i Ax 7 d 7 y Ax® d®y . 

y 1...6 d* 6 1...7 dx 7 1...8 dx* 

„ , ^ . maxima , , . *■ d 6 y negativus 

ut funftio y fiat omnium . . , debet efle “ . 

mimma dx 6 pofitivus 

§. 174. Porro omnes exponentes diflerentiales ‘ f' mu ^ evanefcant; 

unde = T ——' , T^r ~ “5 + cafu concavitatis, 

M N 1...7 dx 7 X...8 d'* 3 

f* = . . . . i +-^- • + . . . . cafu convexitatis. 

M N 1...7 dx 7 1...8 dx* — 

Proinde non evanefcente, non poteft fimul efle vel 

MNMP auare r urfus M efl: punftum flexus contrarii. 

'JU'N 'MP H 


Sint autem ^ = o, ^ = o . . . . = o: quoniam efl 


3 ^ 


omnium 


maxima 
minima ’ 


debet 


^ d 8 y negativus 
dx^ pofitivus 

§. 175. Ex his fatis fuperque liquet methodus adhibenda, tam ut 
funftionis P (fuppofltionibus confentaneae) , quam ut punfta flexus contrarii , fi 
quae occurrunt, determinentur. Et fimul patet, eum efle utriusque hujus cur- 
varum feu funftionum fymptomatis nexum mutuum, ut functiones ab uno ad 
alterum transeant; &, uno deficiente, alterum in locum ejus fuccedat. 

Generatim igitur regula haec efl. Si in ferie exponentium differentialium 

d*/ ddy A*y jmpar horum exponentium numerus, a primo inde or- 

di’ dx*’ d^ ( 1 x 5 » 1 . 

diundo, continue evanefcit fafto x=a; exponens autem par immediate fequens 
non fimul evanefcit: funftio propofita omnium efl, prouti exponens hic 

par 
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par non evanefcens eft Quodfi vero, ^ evanefcente vel non eva- 

nefcente pofito x=o, imppr exponentium difTerentialium , qui illum fequuntur, 
numerus fimul evanefcit, dum exponens differentialis fequens non evanefcit 
fimul ; abfciffe x = a refpondet punftum flexus contrarii. 

Hinc pofito m numero integro pofitivo, fi fit ^ = a“>Q; abfciffae x = o 

refpondet “j 1 ™™ aut punftum flexus contrarii, prouti m impar eft aut par. 


. Sit ~ = x**-*q 
dx 

Erit ~ = » im_3 Q.' 
dx 


Xim-jQ’ 


d 5 P 
dx * 


dx* 


Sit ^ = xwQ 

dx 

Erit ^ = icw-iQ' 

m - 


(JjM-iiJO 

dx 2 m -» 

d3M-'P 

5 x 2 ™-! 

d 2 M/> 

dx* m 


= x’Q lM “ l 
= xQim-u 
e= Q 2 M -1 


d*P 

dx"* 

daM-nP 

dx*™-* 


jcim-jQ* 




- = X s Q*M-u 
dx 2 m -i 


- dMP 
dx-m 


jQjM-i 


^ M +'P _ QjM, 

d* 2 m +i ^ 


Cafu igitur, quo w eft impar, nu- Sed cafu, quo « eft par, numerus 

merus impar exponentium differentia- par exponentium difTerentialium fuccef- 

lium fuccfeffivorum evanefcit fafto fivorum evanefcit fafto x= o, dum ex- 

jt—o, dum exponens differentialis fe- ponens differentialis fequens non eva- 

quens non evanefcit: proinde funftio nefcit: abfciffae igitur x = o refpondet 

P eft m ? x . ima . punftum flexus contrarii, 

minima" 


Ii 2 


§. 176. 
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176. Ex aequationibus 
*j- =0 fequitur. y 


— o 


ddP 

dx J 


^l=o 

dx* 

d V = o 
dx* 

cU 5 


V 


y = 


y = 


y = 


c 


Cx+C’ 


J-Cax+Cx+CT 

1.2 

-I— CxH — Caa+C' x+C 
1.2.3 12 

- 1 — C* 4+ JLCaH— C 'ax-KTa+C" 
1. 2.3.4 J-2-3 *-2 


Proinde aequatio curvae, ordinatam habentis, ab aequatione lineae 

rectae axi . parallelae , vel ab aequationibus ordinis paris parabolarum, quibus y 
per potentias integras abfciffae x exprimitur, eo miuus differt, quo propius 
punita curvae ad punctum curvae accedunt. Et aequatio curvae, pun- 

itum flexus contrarii habentis, ab aequatione lineae reitae (axi parallelae aut 
obliquae) vel ab aequationibus ordinis imparis parabolarum , quibus y per po- 
teftates integras ipfius x exprimitur, eo minus differt, quo propius punita cur- 
vae ad flexus contrarii punitum accedunt. 


aut 


§. 177. Qui fymptomata inter curvarum, quibus flexus contrarii punita 
ordinatas admittunt, intercedit nexus mutuus, fequenti etiam 


maximas 


minimas 

obfervatione illuftratur. . . * ... 

Quaecunque de ™bdn!o° {unitionis P dicuntur, vera funt de exponente dif- 
ferentiali, quando flexus contrarii punitum exiftit. Proinde flexus contrarii 
determinatio reducitur ad determinationem exponentis differentialis 

feu funitionis ^ . Atqui (angulo coordinatarum poflto reilo) ~ tangens eft 


trigonometrica anguli, quem reita curvam contingens facit cum axe. Itaque 
in flexus contrarii punito tangens haec trigonometrica opinium maxlma 
proinde etiam angulus ipfe fit omnium 


pft * 

minima 

Pro- 
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Propofitio haec geometrice fic ftabilitur. Sit AMM' curva ab A inde Fig. 46. 
usque ad M verfus axem concava , & ab M inde usque ad M' verfus axem con- 
vexa; ita ut M fit punttum flexus contrarii. Ex M, M ‘M punctis agantur . 

retiae tangentes, quae axi in T, T\ ‘T punftis occurrant; & tangens MT tan- * 
gentibus M'l\ 'Mt in t‘&‘t punftis occurrat. Cafu lioc in triangulis T’tt\ 

T'T't angulus T fit internus, & minor angulis externis oppofitis T', 'T. Cafu 
autem, quo curva eft ab A verfus M convexa, & ab verfus M' concava, in 
iisdem triangidis angulus T fit externus, & major angulis internis oppofitis 

T\'T Tandemque cafu, quo exponens diflerentialis ^ evanefcit, feu tangens 

dx 

curvae in flexus contrarii punfio axi eft parallela; anguli, quos tangentes, per 
puncta ex utraque flexus contrarii parte lita ductae, cum axe ad easdem ejus 
partes faciunt, limul funt acuti, & continue ad evanefcentinm accedunt. 

Cafa, quo tam funftio P, quam exponentes difibrentiales fuccefiivi , 

’ d.v^ ' • • fi S" 0 impoffibilis feu infiniti non afficiuntur, expofito; ad fun- 
ftiones progredior, qua» ligno huic anfam praebent. 


§. 178. Et primum quidem, fi fit P— <p'x-f ... ; fafto *=*, figni 

. C*- a ) a 

introductione docemur , funftionem P fieri impoffibilem. Hoc quippe cafa 

curva afymptotum habet abfeifia? x = a refpondentem , & ordinata punfto huic 
refpondens eft impoffibilis. (Cap. IX.) Exponentes differentiatas fuccefiivi 

dx*’ fynibolis 1 1 1 


dx’ dx- ’ dx 3 r ~ ' ' ' J (x-a)»+i’ (**)»+* ’ (x-a)n+j‘”.‘ 

fucceflive etiam afficiuntur: quibus monemur, contradiftorium e(Te de maximis 
ac minimis , de concavitate aut convexitate curvae in punfto impofiibili disqui- 
rere. Omnes curvae afvmptoticae, dum propius propiusque ad afymptotum ac- 
cedunt, ad eum tendunt ftatum , ut tangentes earum fiant afymptoto parallela»; 
& curvatura ipfarum continue ad evanefeentiam tendit, quam tamen nunquam, 
affequitur. 

§. 179. Miffo hoc cafu, ad eos transeo, quibus funftio P quidem impoflj- 
biiis fignum & non involvit, £ed exponentes ejus diflerentiales ilio afficiuntur. 

. Ii a Ut 

i 
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Ut hoc eveniat, functio P factorem (x-n)" feu (o-a)" continere debet, 
cujus exponens « eft numerUs poiitivus non integer; & magnitudo hujus ex- 
ponentis determinat ordinem exponentis <liflerentialis , qui primus impofli bilis 
fignum involvet. 

Exempla, Sit « fractio vera, feu n^°: exponens cafu x = a affi- 

1 dx 

cietur ligno impoflibilis quo docemur: tangentem per punftum curvae, 

quod abfeiflae x — a refpondet, ductam fieri rectis axi ordinatim applicatis paral- 
lelam, feu tangentem hanc axi efle perpendicularem. 


Sit « fraftio fpuria , & quidem n ^ * : tum exponens diiTerentialis 


i ' * 

impoflibilis figno primus afficitur. 

Sit n > 2 
primus afficitur 


llkLllU 1’IllJJUa tllliv/liwt. 

° o*~ n 1 

^ * : exponens differentialis *RR ille eft , qui impoflibilis figno 
ficitur. 


Univerfim fit n ^ ^ 1 : erit exponens differentialis *jRR is, qui impoflibi- 

T __ . 


lis figno primus afficitur 


§. 180. Ut, quae ad cafum hunc pertinent, eo diftinftius tradam: a ca- 
fibus ordiar flmplictflimis, iis nempe, quibus y = x n , feu a curvis parabolicis 
aequatione hac defignatis. 

Et primo quidem fit n numerus fraftus verus — , ad fimpliciflimos redactus 

9 

terminos, feu cujus termini p & q diviforem communem non habent (quod 
poftea femper fupponetur). 

Tres occurrunt diftinguendi cafus. Poteft quippe fractionis — terminus 

9 

unus efle par, quo cafu alter erit impar; & tum par erit vel numerator p, vel 
denominator q : vel uterque terminus p, q poteft efle impar. 

Primus cafus. Sit p numerus par, q impar, 
p 

Functionis xi idem eft valor, feu x fiat negativa, feupofitiva: proinde dua- 
bus abfeiflis aequalibus, quarum una pofitiva, altera negativa eft, duae refpon- 

* dent 


Digltized by Google 


355 

dent ordinatae aequales pofitivae ; ideoque curva duobus conflat ramis invicem 
congruentibus ad easdem axis partes, fed ad diverfas verticis partes litis. 
Quoniam y = x": 

dy _ 


fuut = + B . — — 


dx 

ddy 

di* 

d 3 y 

dx 3 

d 4 y 

dx-* 


Xl-n 


= — b.x-b 


x 1 “ 


= + H. J-B.2-B._L. 

X3-» 


= — «. I - «... 3 - n 


x4-a 


Proinde, quamdiu x non eft zero, curva verfus axem concava feft, propter 
^ = — n. i - n ; & quoniam y = x n ; quo major eftx, fi ve pofitiva, fi ve ne« 
gativa, co major eft y: ideoque fafta x = o, y=o eft omnium minima. 

Faftis x = o , y = o , eft ^ = * ; proinde communis duorum ramorum tan- 
gens in vertice eft axi perpendicularis, feu reftis axi ordinatim applicatis pa- 
rallela. 

Duo igitur rami cufpidem ad verticem formant, plus minusve acutam tum 

pro vario exponente «, tum & pro varia parametro, qua fit y=y i-"x". 

8 

Figura 49. i°. fiftit curvam , cujus aequatio eft y = x 5 ; & fig. 49.' a°. cur- 
vam, cujus aequatio eft y= x*. 

Cafui fecundur. Sit p numerus impar, q par. 

‘. . £ 

Hoc cafu x non poteft efle negativa. Et quoniam y = xl ; ob q numerum 
parem, eidem abfciflae duae refpondcnt ordinatae aequales, una pofitiva, altera 
negativa: unde curva duobus conftat ramis invicem congruentibus, ad diverfas 
axis partes , fed ad easdem verticis partes fitis. Cafu hoc ordinata zero, ab- 
fciflae zero refpondens, minor eft reftis axi ordinatim applicatis in regione or- 
dinatarum pofitivarum fitis; major autem i-n calculo algebraico cenfetur appli- 
catis in regione ordinatarum negativarum fitis : itaque ordinata haec neque ma- 
xima 
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xima neque minima judicatur. Sed nbfcifla zero minor eft nbfcifTis pofitivis; 
ideoque hoc cafu datur minimum nbfcifiarum , fed nullum ordinata- 

rum. Porro refta curvam in vertice contingens parallela eft rectis axi ordina- 
tim applicatis. \ 


Quoniam y = + x« : funt — = + 


dx 


— + n-— 
Jtl-n 


ddy — t 

=; + ».!-» 

dJC- 


Proinde raipus ad partes or- 

dinatamm po/itivarum fitus verfus axem concavus eft; fed ramus ad partes or- 
dinatarum negativarum jacens verfus axem convexus eft, quatenus ad easdem 
cum jjriore axis partes refertur; feu hi duo rami funt a i ter convexus venus 
easdem partes cujusvis refta: axi parallela;. Vertex ideo fpeftari polTet tan- 
quam punftum flexus contrarii , quatenus curva ad reftam axi parallelam refer- 
tur. Sed cum duo rami fimiliter fleftantur verfus reftam axi perpendicularem ; 

v. gr. verfus reftam , quae curvam in vertice tangit : ufti receptum hoc cafu non 
„ „ , , maximi 

eft, verticem flexus contrarii punctum vocare; led potius vertex ut rnin - |ini 

punftum , quod ad abfeiflas , fpeftatur. 


Fig. 50. 0 ’ curvam exhibet, cujus aequatio eft ij' 


y • 

,T6 


Ad hanc claflem pertinet parabola conica, cujus aequatio eft y= x-. 

Cajus tertius. Numeri p, q ambo fint impares. 

Hoc cafu abfciftis aequalibus P 0 * 11 *'’*® refpondent ordinatae aequales etiam 
Priv-r negativis v 

negativa; - ^urva *K lt;lir duobus conftat ramis invicem aequalibus, ad diverfas 

tam axis quam verticis partes fitis ; ideoque ordinata vertici refpondens nec ma- 
xima nec minima eft cenfenda. 

Quoniam » = x" , v? = »_L_; proinde refta curvam in vertice contingens 
dx ai-" 

parallela eft reftis axi ordinatim applicatis. 

Porro = — n. r -« i_; & quoniam numeri p & q ambo (unt impares, 
dx 3 x*-» 

etiam frnftionis 2—» ambo termini impares funt. Proinde fumta x pofitiva, 

eft nciativa; ideoque curva verfus axem concava eft: fumta autem x ne- 
d* 1 

gativa, 
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gativa, JL pariter negativa eft, proinde fit pofitiva: quare in regione or- 
dinatarum negativarum curva eft convexa, quatenus easdem cum ramo priore 
partes axis refpicit, feu quatenus refertur ad reftam aliquam axi paralle lam. 
Proinde hoc cafu vertex curvae eft punftum flexus contrarii. 

Figuris 51. N. *’ delineantur duftus curvarum, quarum aquationes funt 

X 5 . ' . • . 

y = * • 

x 5 

Jam fit n fraftio fpuria feu major unitate. Cafus hic ad praecedentem fem- 

per reducitur. Cum enim fit n fraftio fpuria , — eft fraftio vera : atqui quo- 

o 

I 

niam y = * a , eft y° = x: proinde, permutatis ordinatis, feu curva adj tangen- 
tem per verticem duftam tanquam axem relata, cafusiuc ad priorem reducitur. 

*' ' ‘ ‘ 1 'a 

Exempla. Sit y = x 1 : erit x = y 3 

' y = x% : ■ " . x =3 * 


1 

y = x®: 


i 

x — y 6 . 


• §. i8t. Enodato cafu hoc fimplicilfimo, faqjlior erit dlscuflio ceterorum 

cafuum , quibus aequatio propofita magis compofita eft. 

Sit nempe y = <px.x°, n denotante numerum fraftum, & <tx funftioaem 
» • • « 
variabilis x , quae fafta x = o non evanefeit. 

Eruat A = ^f. x n 

■ . , ax ■ ax . 

+ n<px .. x“-i 


ddy _ d*<px 


3P 


dx a 


.x" 


+ 2n.^—.x*-i - 
dx 

+ ».»- i$x.x“-a 


d i y 

dP 


d 3 <px 

dP 


.x» 


+ 3-^— . 

dx 

+ n...«-29jc.x n -s 


K k 


d 4 y 
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dx 4 dx 4 


+ 4** 


d 3 !pj«f 


_.XB-I 


CIX* 


-•■Sr'” 


+.4" 

+ *...«-3<px.x«-4 


1°. Sit « numefus fraftus verus: erit Ql. =■ 

dx dx 


• x° 


+ »$x-i-. Proinde hoc calu, 
xi-“ , * 

fafta * =s o, fit ^ =s n$x. -i-; feu tangens ad verticem parallela eft reftis axi 
dx o**“ n * • 

crdinatim applicatis. 

Tum quo minor eft x„,eo minus aequatio differentialis curvae differt ab 

aequatione ~ = n$x . : & quoniam Qx non involvit faftorem x, fimftio.haec 
dx xi-“ 

formam habet 4 + £x + Cx* + Dx 3 +. ..; & imminuta x limes ejus eft A. 
Proinde aequatio differentialis ~ = «$x ; -L~ propius femper propiusque acce- 
dit ad aequationem differentialem parabolicam ^ = nA & curva ipfa ad 
parabolam , cujus aequatio eft y = -Ax* : idepque, fafta x = o, y minima eft, fi 
*» fit numerus fraftus, cujus numerator eft par; y nec maxima nec minima eft, 
fi n fit numerus fraftus, cujus denominator eft par. Denique abfciffae x = o 
refpondet punftum flexus contrarii, fi n fit numerus fraftus, cujus tam nume- 
rator quam denominator funt numeri impares. 

II 0 . Sit n numerus fraftus fpurius ^ 

Hinc %= fc* 
dx dx 


+ »<px.x»^». 


Fafta 
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Eafta x = o, efl ^ = o ; proinde reda curvam in vertice contingens parallela 


dtaxi. Porro a7? = S' An 
+ 

r **-“ 


ddy 


Igitur, imminuta x; exponens differentialis fecundi ordinis propius 

femper propiusque accedit ad hunc valorem, ut fit — n . n - x 1 x x ~ =* 
* • 
n . n-i (A+ Bx + Cx 2 + Dx* + ...). ~~i ■ & proinde aequatio curvae propius fem- 

pcr propiusque accedjt ad aequationem parabolae, cujus aequatio differentialis 
fecundi ordinis eft 

lO.Sit»=I+ 2 ^±i= 2 -^ 2 ±i 

2q 2q * > 

1 

n 

mum cafum (§. i 8 ° 0 > atque x omnium fit. 


se ?? ; proinde forma haec reducitur ad pri- 

• 2p+2q+l 


minima 

2±2£hl, JL=-=2±I_; igitur (§. 180. caf. 3.) * 


2°. Sitfl=i + _?£ , _ 

217+1 27+1 n 2P+27+1 

abfeiffae x = o refponclet punftum flexus contrarii. 

3°. Sit n = 1 + ®£±J = £dl 2 iti, --- 27+1 ; igitur (§. 180. caf. 2.) 
25 -Ki 27+1 » 2/1+27+2 

abfeiffae * = o refpondet ordinatae y. 

III 0 . Sit » numerus fraftus fpurius 
dy_ _ d<pjc 

cU dx 

+ *i<px . 


ddy __ d a tpx 


dx 3 


dx 1 


. X» 


' dx 

+ *».*•-! $X.X n ~3 


Kk 2 


d 3 y 
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d 3 « 

dx 3 dx 3 


.x" 


dx 2 

+ 3».n-ii!£f 
J d* 


-f- W...B- 2JfX. 


Xi' a 


Proinde, imminuta x, exponens differentiatis propius femper propiusque 
ad valorem b • n - 1 . b - accedit: ideoque cafus hic reducitur ad contern 

jr3-n 1 

piationem curvae parabolicae, cujus aequatio, eft y = x* . 

i°. Sit b = a + -^-= 47+2|P -—, - *= ~^~r- unde (§. 180 . caf. *.)• 
2q+I 2q+l n 45+3P+3 ' 

fafta x = o, y eft omnium 

J minima 

2 °. Sit. =, 3 +2P±i= 45±W±1, 1 = : unde (§. i 8 o. caf. x.) 

2q 2 q. n 47+2/1+ 1 ^ J 

. . „ maxima 

fafta x = o, * eft omnium Ininiina - 

3 0 . Sit n =■ 2 + unde (§. 180. caf. 3.) 

3 27+1 35+1 » 47+2F+3 

abfciffae x = o refpondet punftum flexus contrarii. • 

IV. Sit n numerus fraftus 
d 4 y _ d>e 
di 4 dx* ‘ ' 

+ <*£?•*« ' ’ , . " ‘ 

+ 4»...»-2^^.x»>-4 

dx 


+ *...B-3^X 


x4-o 


Quare, imminuta x, exponens differentialis propius femper propiusque ac- 
cedit 
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cedit ad exponentem differentialem quarti gradus parabolae, nempe 

d* 4 Jt°-4 . v • 

i°. Sit *= 3+ -??— — ^ - > proinde abfciflae 

x—o refpondet punftum flexus contrarii (§. 180. caf. 3.). 

2°. S.t» = 3 + 2 ^I = 6 ?+ J I±i’ 1 = proinde abfcifla 

2 q 2 q n bq + 2f + l 

x = 0 eft omnium (§• 180. caf. 1.), 

30. Sit n = 3 + — ii = * 1 ± 2 E±±, L = Jt*-; proinde abfci/fe 

3 J 29+1 • 29 + 1 n 6 q + 2J>+4 

. maxima 
x “ o refpondet ordinata omnium |Tl inir na . 


V% Sit erit j s 

<5 «L*» 


2?+I 
a 1 

d s «r _ d*<pjr ' 


_ X n 

*.*&•*' 

+ lOB.n-i^^.xn-a 

dx 3 

d*<px 


+ 5 **- 

+ ». 


dx a 


« - 4 <px. 


x5-*> 


Proinde, imminuta x, aequatio curvae per exponentem differentialem de- 
terminata propius femper propiusque accedit ad ^ =3 »...«-4//—-. 

t». Sit» = 4+-V_=«l±i£±f, -L = _l£±i-J abfcifla: x=so re- 
fpondet ordinata y omnium ™ f*™ a a . r '* 


Sit » 


#=s4 + 2E±i= «2±V±I, — = — ^ — ; xso eft omnium 

* /in m O /•*_]_ n I # ' 


2 q 


2q 


8 f+ap+i 


maxima 

minima’ 


Kk 3 


3°- Sit 
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3’. Sit. = ,+»gI = »»+2+5, I = ^^ ; , b (ciffie, =ot( * 
2 ?+I 2 q+l fl BJ+ 2 JI + S 
fpondet punftum flexus contrarii. 

Ab exempljs his facilis eft tranfitus ad regulam generalem, qua curvarum 
aequatione y = <px.x D definitarum fymptomata cafu jc=o determinantur. 

2 9~* ~ I • y minima eft cafu 

x = o. 


1 °. Si» = 2m+JL=V!!!. + J m+2 P, 1 -= , 

24+1 2?+I ' n ^(]m+2m+2p 


; *==o minima eft. 


2 ». Si a = 2 m + 3 -E±L=U m+2 Z ±l, I=— 

. 2 q 2 q n qqm-rzp+l 

3-. Si »=w+^=«±52£±i, -i = . V? ; abfdlfe ,=„ 

2J+I 2<prl n 4qm+2ni+2p+i 


20+1 


*» 4J»+2«+20+2/+l ’ 

£1 


ab- 


abfciffa 


refpondet punftum flexus contrarii. 

4°. Si n = zm + 1 +-* p - =^ 2 ”‘ t 2 f + *r ±! , 1 = 

25+1 29+1 n 

fciffae x = "o refpondet punftum flexus contrarii: 

5». Sin=zm+i+ 2 ^ l -HT +2 ^ +t , , 

2q 2q n 40 WI + 2J + 2JJ+ 1 ’ 

x r= 6 minima eft. ' ' i • ' 

b°. Si 1 = £?+±_ . 

2frl 2J-H n 4 qm + 2 m + 2q+2p+2’ 

y minima eft cafu x = o. 

Eadem ratiocinia applicantur funftionibus y = <p’x ± <px. x«, in quibus n 
eft numerus fraftus pofitivus; &'yx, <px funftiones funt variabilis x non 
evanefcentes cafu x => o. Quoniam autem fingulare hoc funftionum genus in 
mathefi inprimis applicata quam rariffime occurrit; fufRciat generale, ad quod 
exigi debent, principium expofuifle. 

Huc usque tradita variis exemplis illuftrabo. 


§. 182. En triplum 1. Sit P < 
d P 

7- - dx 

r ddP 

cU J 


^(iw+xjc) — X-* 
9 


_ * 


7^00+ xx 

1 

Vaa-hxx 


JP_ 

9 


xx 


(aa+xx) 3 (aa+xx) 


®+- 


V 


Fafto 
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Fafto * o, e 11 ** «= “(«•+**), * = «X- 


P 


Ut' problema poflibile fit; oportet, fit ?>>: & fafto * = <». Peft 

omnium minima, propter femper pofitivum. 

. Exemplum 2. Sit ?==-'■* 

log.P =» Jtlog.x - ’ . 

o-'.:' 

^iCprop«erf=o). 

* '• . » . — * c • • x 

Fafto log.*+i = o, eft log.*=— 1 , feu*=rr = i; P^Q.y=y L 4 

Exemplum 3. Sit P *= firj.^fin. “((*>-*) — ' ~ — 

log. P = m log.fm.jr 4- »1 log.fin.'($ -x) > ■< 

' * AP T 

Z-.~ = m cot-v-ncot. (®-x) 

ax r m 

, i = -|mcofec.2JC-|nco(ec.(2p-2*j. -» 

Proinde P maximum eft, quando «cot.x=»cot(<p-x); unde fin.(2*Hp)*!j ; ^fm.$. 

£xfwp/B»»4. Sit P = tang. m Jrtang. n (p-x) 

log. P = w log,tang.x+» log.tang. (?-*) 

dP 1 ' • 

— . - = m cofec. x - n cofec. - x) 

‘ ax P ' \ T , . 

__ • = - w cot. x cofec. x - n cofec.(ip - x) cot (p - x). 

Proinde fafto mcofec.<»=«cofec.((p-x), unde tang.(|<p-jr)=^™taug.§ip; funftio 

p eft omnium maxima. J " 

Exemplum 4< Sit P = *P>fin. n x 

log. P «= mlog.X-falog.fin.* ’ 1.' 

4^.- *= «*.i + »cot.x 

ax p x 

*vl » * AAD - '» V J** -JJ' 1.. * - • • : 

~.I*-«.JL-»cofec.*Jf. , . - . 

... <t* P ** p ro . 
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Proinde fafto — = — xcot.x = xcot. 180°—»:, feu x—™ tang. 1 8o° — x; Peli 

fl fl 

omnium maxima. t , ; . ' 

Exemplum 6. Sit P = fin.xfin.wx . ' . 

log. P = log.fin.x+log.fin. mx 

AP 1 . 

— . - = cot. x + mcot.mx 
dx P 

-= - cofec. *x - wm cofec. a mJr. 
dx 1 P V' 

Proinde fafto cot. 1 8o° - * = *« cot. mx , functio P eft omnium maxima. 

’» * 

Exemptum 7. Sit P = p a ft a x — .b, nullus eft functionis P limes 

r , . . , t * 

quod ad magnitudinem. 

log. P =.m log. (*•+-*) — nlog.(i-fx) 


■l ' 


d P 1 fv ; 1V.1 " ’ • 1 - 

-s- • — = fff— — — — 

dx P a + x b+x 

ddP 1 m . n 


dx 2 'P~ (a+x) 1 (Hx) 9 ' i , 

t°. Sit n = m: fefto a+ x =b+x, omnes exponentes differentiales fuccef- 
ftvi- funftionis Pevanefcunt; prouti nullus eft funftionis hujus limes, tum quod 
ad magnitudinem, tum quod ad parvitatem. 

1 

b+x' 
m - 


2°. Sit «>« : fofto 

a+x 


et 


m 

C«+^) T + (b+xj* ~ (b+jej 

eft omnium minima. 


(<H-x)* m (b+x ) 1 

”—/i-JL') = + I— proinde funftio P 

\-x) lK mJ ^ (b+x)* m * 


r sit " <n: am P** ** 

ftio P eft omnium maxima. 

§. 183. Haftenus fuppofur, funftione» P quantitatis mutabilis x ita ex- 
primi per hanc quantitatem , ut funftio lwec fola fit in uno aequationis membro, 
neque alterum ingrediatur. Fieri autem etiam poteft,' ut cognitio relationis 
funftionis hujus ad quantitatem mutabilem x ab aequationis alicujus folutione 


penoeatj quo cafu funftio P fit mdltlformis. 


Cafus 
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Cafus hujus difficultas unice refertur ad imperfectum aequationum doftri- 
nae flatum. Etenim fi folutio aequationum in promtu eflet : redufta aequatione, 
a qua funftionis P & quantitatis x relatio mutua pendet; radices ejus totidem 
exhiberent functionis P per variabilem x expreffiones, & ejus va- 

lorum determinatio reduceretur ad totidem functiones uniformes , quot aequa- 
tio propofita habet radices. Hinc functiones biformes, quae ab aequatione fe- 
cundi gradus pendent, facile reducuntur ad duas funftiones uniformes. 

Argumentum hoc exemplis quibusdam aptiffime declarabitur. 

Exemplum i. Sit y funftio triformis ipfius x, quae exprimatur aequatione 
y 5 — pxy-j-x 3 = o; & quaeratur valor omnium funftionis y. 


Quoniam y 3 — pxy 4- x* = o; .. . 

gyy^ — py + ^xxzso: fafto ^=so, erit py = $xx, &y=3ff. Valor 


'dx 


dx 


hic in aequatione propofita fubftituatur : (fiet 


• ax 3 =o, 27Jc 6 =a J p 3 x 3 ; 


hinc ^xxszpxV'2, x-. 
Quoniam 3 yy^ — pxQl = m— 


dx 


dx 


\pV'2' 

FJ~ 3 ** 


_ u 3 


y = « 


V'r 4 - 

fafto ^ = o,' 
dx 


eft 3 'jy 


^- P x*&=>- 
ax 2 


dx* 


6x; aequatio identica , faftis * st o. 


m 


d 3 y 


Porm d^v — =— 6: undepofitis^ = o,' fit — =.— 6 , 


d 3 y 

- pX d£ 


dx 3 


ddy 


dx 


!- = + - 


quare y = o eft omnium minima. 


a 

Sit autem * = ^f 2 ; tum ^\{\ppY'2—\ppY'2') = — 2pV'i 


y = i/^4 


dx 

, ■ 

eft omnium maxima. 

Exemplum 2. Sit y 4 — *4« s xy-f x 4 = oj 

o: fafto 
L1 


~~~> proinde cafu hoc y 


itaque 4y 3 ^ — 4a 2 x~ — 4a 3 y-t-4x 3 : 


$r. 

dx 


n. x 3 
.0, efty = - T . 


Hinc 
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Hinc iL! — 3*« = o, -« 4 Q*-3>=o» * 4 (* 8 -3a*>=o, x*(x*+a*Y' 3X* 4 -a« J''' 3 )=o. 

'4 4 

x*(x*+a*Y' 3) (xx+aaK 3)(xx-aaV' 3) =* o; cujus aequationes radices reales funt 


x — 


+ a ^ 3 ; 

— «y °3 


unde y 


J 


«y' 27 
t- a ^7 ' 


Quoniam y 3 v- — a 3 x^ — a 3 y — x 3 : pofito ~ =0, fit 
7 dx dx dx 


„ 3 ^. _ a , x ddy = 


fita ; fafto ^ < 


df’ - -dP - 3 ^ 

Fiat y = +0^27 : erit 2« 3 y*3X^j^ = proinde y eft maxima. 

Fiat y = — 0^27: erit — = — 3« 3 ^3J igitur y eft minima. 

Ex his exemplis fequitur regula generalis. Differentietur aequatio propo- 
o, inde eliciatur (quoad fieri poteft) valor ipfius y per x ex- 
prefife, qui in aequatione propofita fubftituatur. Aquatione hac reducta, no- 
tentur valores ipfius x inde eruti , & qui illis refpondent valores ipfius y , qui 
exhibebunt fi quod locum habet. Quod ut definiatur: ex aequa- 

tione differentiati eliciatur exponens differentialis ^ ( omifiis in altera diffe- 

rentiatione terminis exponente differentiali ^ <=o affeftis); ex quo, fubfiitutis 
ipfarum x & y valoribus inventis, dijudicabitur (fi non evanefeat): utrum valo- 
ribus inventis 


maximyma re fp 0nc j eaC ? Quodfi autem exponens differentialis ^ 
minimum r r 

evanefeit; recurrendum eft ad exponentes differentiales ulteriorum ordinum. 

Hinc patet: quantopere methodus haec ab aequationum folutione pendeat; 
& proinde quot difficultatibus polfit cafibus, praefertim complexis, effe ob- 
noxia. 

§. 184. Methodus huc usque tradita funftionum alicujus quantitatis mu- 
tabilis rn ff vima determinandi omnium eft univerfaliflima. Occurrunt tamen ca- 
minima 

fus, quibus alium tenere modum minus algebraicum praeftat, & qui in mathefi 
praecipue applicata felici fucceffu frequenter ufurpatur. 

Metho- 
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Methodus haec iequenti nititur principio. Si .funftio quantitatis alicujus 
mutabilis m ?\ ima fit pro dato quodam variabilis x valore a; duo ejusdem fun- 
ftionis valores invicem aequales afltgnari pofiunt, quorum unus majori, alter 


minori quantitatis mutabilis x valori refpondet. 

Principium hoc apprime declarat theoria curvarum atque ordinatarum 
maximarum 
minimarum’ 


Primo tangens curvae, per extremum ordinatae omnium dufta, fit 

axi parallela ; tangens haec a punfto contaftus inde , motu fibi parallelo , aut axi 
propius admoveatur , aut ab ipfo recedat , prouti curva eft verfus axem convexa ' 
ita tangens haec curvae ex utraque ordinatae omnium parte occurret; 

ordinatisque aequalibus a punftis occurfus ductis aequales refpondent funftio- 
nis, per ordinatas curvae defignatae, valores. Sit dein tangens curvae, per ex- 

Yn *iv i rn 

tremum ordinatae . . dufta, ordinatis parallela: quoniam curva duobus 
minimae r n 

conflat ramis in hoc punfto fe invicem contingentibus, & ad easdem axis 


partes fitis; refta per hoc punftum axi parallela, & motu fibi parallelo progrefia 


a punfto illo inde verfus partes, ad quas curva jacet, utrique etiam ramo oc- 
curret; & punftis occurfus duae refpondebunt ordinatae invicem aequales, feu 
duo funftionis ordinatis curva: proportionalis valores invicem aequales. 

Applicationem principii hujus exemplis aliquot illultrabo, a fimpliciflimis 
ordiendo. 

Exemplum r. Sit AB refta in punfto Z in duas partes fic dividenda, ut Fig.5** 
reftangulum AZ xZB fit omnium maximum. 

Sint X & X' duo punfta ad utramque punfti Z partem fita, quibus re- 
fpondeant reftangula AX x XB, AX'xX'3 invicem aequalia. 

Quoniam AXx XB=AXx X‘B : eft AX : AX 1 = X'B : XB 

hinc AX: XX' = X'B:XX' 


et AX «= X'B 

unde lim .AX «= lim. X'3. 


Atqui pofito femper e (Te AZ> AX, BZ>X'B; lim ,AX=AZ, & lim .X‘B=BZ; 
proinde AZ — BZ. 

L1 2 Extm - 
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Exemplum fecundum. Summa quadratoram AZ, BZ debeat efle omnium 
minima. ' . 

Sit XX' + BX' = AX'- + BX'' ; hinc 
AX'' — AX 1 = bx*—bX' 

XX(AX'+AX) = XX\BX+BX ) 

AX'+AX=* BX+BX' 

2 AX+XX' = 2BX' + XX' 

AX = BX' 

hm.AX es lim .BX; hoc eft AZ = BZ. 

Exemplum tertium. Oporteat, fit AZ m x BZ* = maximum. 

Sit AX™ x BX* = AX W X BX'* 

Erit AX* ; /7X m = BX '• : BX* 


AX* : AX' m -AX<* = 5X’ n : BX*-BX'* 

AX * : X?'(y£sr'm-I + /7X+ ,*X'«n-3. /IX 3 + .... + ^X*. AX«*-H- AX*- 1 ) 

= fiX 1 " : XX'(BX*-i + BX*-i .BX'+ BX*- 3 . 5X' 3 + • • . •+ BX. BX'*~H- BX'*-i) 
unde 

AX- RX , Lf{ AX, '\ m ‘ 1 A.r AX '\ m ~ t J- JX fs.f/BX \°"i ,/flX S»-* , SX n 

AX.BX-^X) +(— ) +W) + -5x‘ +1 > 

Quare & limes prioris rationis aequalis eft limiti rationis pofterioris. 

/jv' BX 

Quoniam autem lim.— - = 1 , & lim. Ii -r ? = 1 , pofterioris rationis limes eft 

JiX xjA 

w : « ; & limes rationis prioris eft : i/Z : igitur AZ : i?Z = m : «. 

Exemplum quartum. Summa a x /7Z m + ix BZ<* debeat efle omnium minima. 
Sit axAX’*+bxBX<* — axAX m +bxBX' m ; 
erit b(BX*— BX’*) = a(AX*'—AX 1 *'): 

unde b . XX (SXm-i -f BX’*-» . BX+BXm-i . BX 2 H BX. BX'<*~*+BX™-') 

= «XXX'( AX'm-i+AXm-2. AX+ AXm- 3. ^X 3 + . . . . AX'. AX^-t+AX™- 0 

^'+(^y + . . . +. . . c^r 1 ) 

^ /IX 'BX J K BX J ^ ^ AX K AX' 'aX' ' 

b.BX^-.a.AXn-i-i +^,+ (^0 V...r^r : i + ^ + («y + . f r«xS“-*; 

AX 'AX' 'AX' BX 'BX J 'BX' 

unde 


Digilized by Google 


969 

unde & prioris rationis limes pofterioris rationis limiti aequalis eft; nempe 
;a.AZ m - l = 1:1, feu BZ m ~i : AZ™-i = a : b. 

Exemplum quintum. Sint A, B duo puncta pofitione data; & fit DD' cur- 
va fpecie ac pofitione data. Quaeritur hujus curvae punftum Z, ad quod du« 
ftis AZ, BZ reftis, fit fumma a x AZ™ + bx BZ m omnium minima. 

Sint X& X' duo puncta ad utramque punfti Z partem fita, quibus aequales 
fummae propofitae refpondent; fciiice t a x AX W + b x BX m =ay,AX™+bx BX 1 ”. 

Per Z punftum afta concipiatur refta tangens TT'; centris A, B, radiis 
AX, BX' defcribantur arcus Xx', Xx, qui reftis AX\ BX in x\ x occurrant. 
Quoniam aXAX m + bxBX m =aXAX' m +bxBX’ m . 
b(BX m — BX' m )=°(.AX' m — AX m '): 


hinc b . Xx (BX " 1-1 + BX">~* .BX'+ BX"'- s . BX 3 +, ...HX W 0 
= a.X^XAX^i+AX^.AX+AX^l.AX 2 +...AX*-i) 


ideoque rationum harum limites pariter funt invicem aequales. Atqui X & x' 
verfus Z punftum fimul accedentibus eft 

lim. Xx : XX' = coLBZT* : 1 
lim.XX' : xV = 1 : cof.^ZT 

quare lim. X* : Xx' = col.BZT* : coLAZT: unde fit (ut in exempli* antece- 
dentibus) a.AZ m ~i : b.BZ™~ 1= cof .BZT : coLAZT, 

feu a.AZ m ~ico(.AZT+b. BZ m ~icoLBZT =0. 

Si plura fint punfta data, A, B,C, D, E.... Sc quaeratur fumma omnium 
minima aX AZ m -f b x BZ m + c x CZ m + d x DZ m + e X EZ m . ... Erit eodem modo 
a. AZm-i coLAZT + b . BZ™~icoLBZT + c .CZ™-icoL.CZT + d . DZ<n-i C0 [.DZT + 
». EZ^^coL.EZT + . . . . o. 

Exemplum fextum. Sit P punftum intra curvam XAX' pofitione datum; per 
quod agenda fit refta ZPZ\ quae fegmentum auferat ZAZ', cujus area iit omnium 
minima. 

Sint xx', TT' duae reftae ad utramque reftae ZZ' partem fitae, quibus 
aequales areae XAX', TAT' refpondeant. 

L 1 3 Quo- 


ng.54. 


F'g-55- 


Digitized by Google 


47 » 

Quoniam XAX' = TA t' : fublato fegmento communi TAX 1 , erit 
XPT = XPT . Centro P, radiis PT, PX' defcribantur arcus Tx, X'y'. 
Quoniam XPT = X'PT\ feu XPT : X'PT' = r : i 

lim .XPT : ]im.X'Pr'=! i : x 
fed lim.JkfW : Mm.TPx = i : i 

Iim.yP* : X'Py' = PZ * : PZ* ‘ 
li m.X'Py' : X'PT' = i : i 

ergo lim.XPr : = PZ*:PZ'\ 

Proinde area ZPZ polita omnium minima, eft PZ = PZ'. 

Exemplum fcptimum. Omnibus ut prius politis, refta ZZ' debeat effc omnium 
minima. Iisdem, quae in exemplo fexto, faftis; per punfta Z, Z' actae conci- 
piantur reftae tangentes ZT, Z'T'\ & fit rr' - XX' 

Quoniam XX' = TT': elt Xc = T'y'; 

et lim.X* : T'y' =s i : I . 

Atqui lim.Jfa: : Tx = i : tang. RZT 

lim.r* : X'y' = PZ. : PZ' 

lim.-Xy': T'y' = tang.Az'r' : i 

Ergo lim.JT* : r'y' = TZ tang. PZ' T' : PZ’tang.PZf. 

Proinde refta ZZ'pofita omnium minima, erit PZ : PZ =tang.PZT: tang.PZV. 

Exemplum oftovum. Arcus ZAZ' debeat eite omnium minimus. 

Sint arcus XAX', TAT' invicem aequales: erit ideo XT = X't , & 
lim. XT : x't' = i : j. 

Atqui lim. ATT" : Tx = i : fin .PZT 

lim. 2* : X'y' = AZ : AZ' 

’ lim.Xy' : XT' = fin.PZT’ : i 

Ergo lim. AT : XT' = PZkn.PZ'T\ pZ‘Ra.PZT 

Proinde arcu ZAZ' polito omnium minimo, eft PZ .PZ'~ fin.PZT : PZ'T*. 

Exem- 
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Exempla haec oftendunt, methodum pofteriorem (quatenus quantitatum, 
quae reddi debent, evolutionem non requirit) priore methodo gene- 

rali pofle efie faciliorem ac breviorem. 

§. 18S- Iu exemplis praecedentibus relatio finita inter quantitates inco- 
gnitas ita fuit poft differentiationem determinata , ut ipfae quantitates incognitae 
(quoad imperfefta aequationum doftrina permittit) pofient allignari. Transeo 
ad exempla, quibus quaeftio propofita indeterminata efie videtur, quoniam quan- 
titatum ificognitarum numerus videtur aequationum numerum fuperare : cum 
tamen quaeftio propofita reapfe fit determinata , fi natura ejus attentius perpen- 
datur. Hoc quaeftionum genus ut facilius intelligatur, nonnulla proponam 
exempla , a fimplicioribus ordiendo. 

Exenplum primum. Summa propofita a dividenda fit ut tres partes, fic ut 
fumma quadratorum ex iisdem faftorum fit omnium minima. 

Hoc cafu tres occurrunt quantitates incognitae ; & tamen prima fronte duae 
tantum proponi conditiones videntur , quarum una ad furnmam datam trium 
partium refertur, altera ad fumtnam omnium minimam quadratorum earundem. 
Quare problema propofitum poteft videri indeterminatum: quod tamen, re ac- 
curatius perpcnfa , reapfe eft determinatum. Etenim , parte qualibet eadem ma- 
nente , duae reliquae partes debent efie invicem aequales , ut quadratorum fumma 
(pofita unius partis conftantia) fit omnium minima. Proinde partes propofitae 
binae fumtae debent efie invicem aequales ; unde tres partes debent efie invicem 
aequales. Ratiocinium hoc applicatur ad numerum quemcunque partium, in 
quas fumma data eft dividenda, ut partium quadratorum fumma fit omnium 
minima. Transeo ad computum. 

Sit S fumma data; & fint x, y, z partes quaefitae. 

Erit ideo x + y + * = S 

xx + yy + sz= minimo. Sit v quantitas quaedam mutabilis, cujus 
mutationes- pro conflantibus fumantur. 

Erit 
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“ £+ £ ~ 

dx , du 

37 + 7 ~. = ° 


Hinc polita £ conftante du dt/ 

x4f+,^ 

du J du 
dx 


= o 


ideoque y^.= o, & x=y. 
. du dv 3 


Eodem modo, polita y ^y 
conflante, 

do 


Pariter, polita x conii aqje, 


u* , 

— + 


dx 

du 


. da \ 
+ Z dv = ° 


qtiare x^-z d £=o, & x = z, 


^ + ^ = o 

^ *) U > hinc ifo-—z^L—o, tky—z. 

v*L+&t = o ^ dv 3 ■ 

y du^ du 


Unde tres partes quaefitae debent efle invicem aequales. 

Sit pariter <? + *'+ y + « = S 
aqq + bxx + cyy + ezz — min. 

•*-*- £+ t+ £ + £ = ° 


aqty -f bxy + cy A l- + ezp. = 0 . 

du du du du 

Sint y & z conflantes : erit 4? + d - = o 

du du 

*tr- + bx^. = o : unde aq = ix. Eodem modo ollen- 
du du 

ditur , debere efle aq — cy — tz ■ Proinde ? + x + y + a = 5 , , 

aq~bx = cy=tz > unde res ad 

elementa reducitur, & fit q=Sx bct 

abc + ab e 4 -at e + bce 

Sit pariter + x® + ym 4 . a m 4 . . . , — dato 
oq n + £*“ + cy o + ea» 4 - . , . = min. 


Erit 
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Erit wx m ->— + i . . . = a 

1 de de t de de 

. «wn-i^2 4 - inJt 0-1 -- + rnu“-i -f ^5 -J- , , , = o : 

de de de de ... 

unde, omnibus quantitatibus mutabilibus praeter g & * politis conflantibus, fiunt 

„ir.-i dx- 


de de 


i?""- i dx. 
=s o: quare -£ — =3 — — 
n *™-i d? 




dx 


dx . 

6x"-r dg 


de ' de 
hinc og n - m =r 6x n ~ m =: «y n_m = fS n ~ m .... 

n~m n-m n-m n-m 

feu KoXg = r'iXx= TcXy zzVeXZ . . . . 

Exemplum fecundum. Sit g-f-x4y4-*...= dato = S ” 
qxyz = max. 


Igitur g + x+.y-f* + 
log.g + log.x -f log.y + log.x + 


Hinc $ 

• < \v au au 


_dz 

dt; 


1 + I 4.% L j_dx 1 -f 

d v q de x de jr ‘ de z 


= S 
= max. 

= o 

. = o. 


Politis omnibus quantitatibus conflantibus, praeter duas g > x; fiunt 


dg dx 

de de 


= o 


. ; unde L= I , feu ,=x: quare g=x=y= Z .... 
dg i , dx i 9 * 

Tu^dT* = ° • / ’ . 

Si e flet g-J-x+g+s+ dato 

g» . x" . y* . & . . . . = rtiax. , feu mlog.g+nlog.x+rlog.y+/log.x+ • • • =max. 


forent ^ + £ 

de de 


dy 

de 


d* 

Tu 


= o 


m Aq . I+«— . i+r^f . 1 -f + . . . . = o. Hinc , omnibus quantitati-* 

de r q de x de y Au z 


de z 

bus praeter g & x pofitis conflantibus, fiunt' 

Min 


dg 

de 
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d<7 , dx _ 


.1 = o: igitur & proinde «i.i=o.I = r.I=;. i 


dx 


dv f dv 


9 + * + y + 


9 

s + . . 


y 

5 


=r.I = x.i 
x u z 


unde res ad calculum vulgarem 
reducitur per aequationes n . 1 

9 

Obfervatio. Hiric determinantur tam relativa fub datis quibusdam 

J . minima 

.. _ _ maxima , r , . r maxima maximorum e . 

conditionibus, quam abfoluta, feu . Scilicet una 

’ ^ minima minima minimorum 

pluribusve quantitatibus mutabilibus pofitis conflantibus, determinantur relatio- 


nes mutuae reliquarum, ut 


maximum 

miuimum 


ad has conditiones relatum locum habeat : 


remotis autem his conditionibus, determinatur 


maximum 


abfolutum , feu 


minimum 

maximum maximorum ftabiliendb netrj p e relationes mutuas omnium quantita- 
miniraum nummorum r ^ 

tum mutabilium , ut locum habeat. Sic uno latere 

minimum minimorum 

trianguli alicujus magnitudine dato, & fumma reliquorum magnitudine data; 
triangulum aequicrurum, in quo latera haec funt invicem aequalia, maximum 
eft triangulorum fub priore conditione conftruftorum : ut vero fub data peri- 
metro triangulum fit omnium maximum , feu maximum maximorum , tria ejus 
latera debent efle aequalia. 

Methodum praecedentem exemplis ad geometriam pertinentibus illuftrare 
e re effe ceufeo. . * 

§. 186. Problema. Inter parallelepipeda reftangula, eadem fuperfirie in- 
tegra comprehenfa, quaeritur illud, cujus capacitas eft omnium maxima. 

Sint x, y, a acies parallelepipedi quaefiti. 


Fit ideo xy+xa+ya = dato 
xya = max. 


feu + xz + y z = *> to 
log-x 4- log.y + log.a = max. 


hinc 


^(y +s)+ ^ ( x+a)+^(x+y) = o. 

dx i , dy r , da i 

i — • — 4* -p * — 4" p— * — o. 

dv. x dv -y dv a 


Sit 
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Sit z conftans: erit ^ (yf*)+^(x-H»)=o _ . 

dv dv ; quare y+z ; *f*=I :*-=*:* 

dx £ _ o * y 

d» j: dv. y et z : z =y:x 

unde y — x. Eodem modo y — z. Proinde x=y=as. 

Problema. Omnia latera figurae alicujus reflilineae praeter unum dantur 
magnitudine. Quaeritur figura omnium maxima , lateribus datis & latere non 
dato comprehenfa. 

Lemma. Area figurae cujusvis reftilinese femifiis efl: fummae reftangulo- 
rum omnium laterum binorum fumtorum, uno excepto, ductorum in finus fum- 
mae angulorum externorum , qui inter latera haec comprehenduntur. VicL Opu- 
fculum inferiptum: Polygonometrie, Gendve 1791. 

Exemplum 1. Figura propofita fit quadrilatera. 

Sint A, B, C tria latera magnitudine data; & fint y, z anguli figurae ex- 
terni , inter latera A & B, B & C refpeftive comprehenfi. 

Erit AB fin.y -maximo. 

+ ACfm.iy+z) + BC fin.s 

Hinc AB A ± cof.y 
dv 




= 0. 


Ponatur z conftans : erit ^.jCcoL(p+z)~ 0 ’ • unde •ffcof.y=Ccof.(i 8 o , -(y+*)) 

Pariter fafto y conflante + ^cof.'s + ^ =0: unde -A c °f- 3 = -^ coi X 1 2° 0 * (y+*))- 

Exemplum 2. Figura propofita fit pentagona. 

Sint latera data A, B , C, D; 
anguli externi quaefiti x, y, z. 

Ideoque (Lemma) AB{\ in.x 

+ACCm.(x+y) + BC fin.y =3 max. 

+ADRa.(x+y+z) + BDi\n.(y+z) +• CDCm.z 

Mm 2 hinc 
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Hinc AB ^ cof.jc • ’ ' > 

o» , ■ 

+ ^°(b +a? + ^)" r '('+»+=) +bd Q v +j*)raf.(lH->) «Y^coC, 

POl3tiS t fb,^fit nftSB ‘ 5cor -* + Ccof.(x+y) + Dcof.Cx^+2) = o 

P ° r,ti VibSf fit nfen ' ^ cot(x+y)+ADcoL(x-bj+z)+BCco{.y+BD cof.fy+2) = o. 
. ^Cof.(*dy+s) + 2 »cor.(y+*) + Ccof.* 

Proinde quaeflio propofita ad alteram reducitur mere geometricam (aut alge* 
braicam) , qua quantitates quaefitae x, y , z per tres aequationes datas deter* 
minantur. 

Inveftigationis methodum eandem efTe , quicunque fit numerus laterum, 
figurae propofitae, ultro patet.- 

Non immoror demonftrando formularum harum confenfui cum altera pal- 
maria figurae propofitae omnium maximae proprietate, qua fcilicet figura haec 
femicirculo infcribitur, cujus diameter eft latus quaefitum. (Vide inter alia 
Opufcula infcripta : De relatione mutua eapaeitatis & terminorum Jigurarum, Varfav. 
1782. Abrege <P 1 foperimctrie elementoire , Geneve 17QI.) 

Quaeri etiam poteft figura omnium maxima, lateribus magnitudine datis 
comprehenfa. Inveftigationis hujus methodum paucis etiam exemplis illuflrabo; 
a cafu determinato incipiens , quo figura propofita eft quadrilatera. 

Sint A, B, C, D latera data quadrilateri , quod omnium maximum fieri 
debeat. Ducatur refla diagonalis , quae propofitum quadrilaterum in duo trian- 
gula dividat. Sint A, B crura unius horum triangulorum; & fit x angulus in- 
ter ea comprehenfus. Sint C, P crura alterius trianguli; & fit y angulus illis 
comprehenfus. 

Erit AA—iABcaU+BB = CC—2CD cof.y+DD 
AB fin.»TCDfin.y = maximo. • 

, . Hinc 
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* 4 r 

Hinc AB fin.* j- 
• av 


= CiDfin.y^ . 

dv 


./fflcof.*^--f CDcof.#^ = o, 
di i J de 


feu ABcotx^ = CDcof.(i8o° m !/)—■- 

Ergo 4B(in.x : CD fin.i/ = AB cotx : CDcor.(i8o°-y) 

tang.* = tang.(i8o°-y); *= igo°-y. 

Maximum igitur quadrilaterum lateribus datis comprehenfum circulo poteft 
infcribi. 

Exemplum fecundum. Quaeratur pentagonum, cujus latera A, B, C, D, E 
dantur magnitudine , '& quod fit omnium maximum. 

Ducatur diagonalis, quae pentagonum propofitum dividat in triangulum, 
cujus crura fint D, E; & in quadrilaterum, cuius latera reliqua fint A, B, C. , 
Sit x angulus externus figurae lateribus 'A, B interjacens 

y B, C 

2 - ' - -*- - D, E - - - 

Erit ( Polygonometrie ) AAhzABcof.x 

+ 2 ACco[.(x+y)+BB+ 2 BCcof.y+CC 
4 zABCm.x 


DLH-iDEcof.z+EE 


+2 WCfin.(x-fy) +BCfm.y+DECm.z 


= maxuno. 


Hinc ABhn.x^L 
dv 


+^ fi n^Oi) 


= DEhn.z— 
dv 


+scr,„:,§ 

• ABcoC.x— 
dv 

+^-co«-4»)Cg + |)+JICcoc| + DEM.A 

Hinc ^ nx + A JS AC ^<*+y) — — D£fin.s = o 

de +AC fin.(x-fy)) dv + 2?C fin.y ) dv 

dx( AB cof.x dy( ACcol(x+y) ,d* n _ -• 

de +^Ccof.(x-fy)) + de +BC coCy ) de 

Mm 3 * Fiat 
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Fiat 2 conflans: erit 

2?fin.*-KTin.(jr+y) : B cof.x+Ccof.(x-Fy) = Atin.(x-\-y)JrB fin.y : A cof.(jr4y)+2?cof.y. 
Fiat y conflans : erit 

Bfin.* + Cfin.(jH-y) : B cof.x +■ C cof (jr+y) = fin.s : cof.(i8o°— s). 

Pariter, pofita x conflante, fit 

■itffin.(A-+t/)+2?fin.y : ^cof.(x+y)+ Scof.y = fin.s : cof.(i8o° — a); quae pro* 
portio jam refultat ex duabus praecedentibus. 


Duae iflarum proportionum cum aequatione 

AA+ 2 AB cof.jc _ 2 D£ cof. z + .££ combinatae 

+ 2 AC cof.(x-Hy) + BB+ 2 BC cof.y + CC 

tres exhibent aeqnationes, quibus quaeflio propofita ad problema algebraicum 
determinatum reducitur. * 


Tertium exemplum. Quaeratur hexagonum lateribus A, B, C, D, E, F 
magitudine datis comprehenfum , cujus area fit omnium maxima. 

Angulus externus inter latera A, B comprehenfus fit x 


B, C - - - - y 

D, E x' 

E, F - - - - y. 


Erit AA^ABcol.x _ DD^iD Ecol.x' 

+2ACco{.(x±y)+BB+iBCco(.y+CC~ +iDFcoi.(x '+y ) '+EE 4- zEFcol.y +FF 

et AB&o.x + DE lin.*' 

+ ACCm.(jc+yy+BC&n y + JDFtfo.(x'4yy+£Ffin.y'. “ maxuno - 

DifTerentictur utraque aequatio; & omnes quantitates iftutabiles x, y, 
x, y‘ ponantur fucceflive conflantes, duabus exceptis: hinc eruentur tres rela- 
tiones diverfae quantitatum harum mutabilium ; quae cum priori aequatione com- 
binatae totidem fuppeditabunt aequationes, quot funt quantitates incognitae. 

Theorematibus, quibus formulae, ad quas pervenitur, anfam praebent, 
evolvendis non immoror. 

Problemata haec propofui tanquam exempla univerfalitatis folutionum cal- 
cii innixarum: eadem vero aptifiima funt ad ollendendum, quanto 
s ede pofiint folutiones ir.e.e elementares iis cafibus, in 

quos 
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quos quadrant;. cura facillime & univerfaliter demonftretur: figuram lateribus 
magnitudine datis comprehenfam omnium maximam eam efle, qua» circulo 
poteft infcribi. (Vide v. gr. Opufcula mea jam nominata.) 

Iisdem principiis infiftendo determinari poteft figura omnium maxima, 
cujus anguli & perimeter dantur. 

Problema. Inter pyramides triangulares aequealtas, bafi fpecie & magni- 
tudine datae infiftentes, ea quaeritur, cujus fuperficies eft omnium minima. 

Altitudo pyramidis dicatur h ; latera bafis fint A, A, A. Anguli (quae- 
fiti), fub qaibus facies pyramidis lateribus his refpe&ive adjacentes ad bafin in- 
clinantur, fint x, x % x refpective. Punfti, in quo altitudo pyramidis bafi occur- 
rit, a lateribus bafis diftantiae funt rcfpeftive h cot.x, h cot.x', h cot.x'. % 

Altitudines facierum pyramidis funt A cofec.x, h cofec.x', h cofec.x'. 

Duplum areae bafis eft h{ A cot.x +■ Acotx' + A‘cot.x‘). 

Dupla fumma facierum eft A(/f cofec.x -f ^cofec.x'-f^'cofec.x“). 

A cot.x + hcot.x' + hcot.x" = dato . 

Ideoque Acoiee.x + Act>kc.x'^- Aco{ec.x" = minimo. 

Hinc A~ cofec. 3 x . + /?'^-cofec. 3 x' +A'^ X cofec.V =: o 

Av ' dv de 

^^ c cot.xcofec.x+^‘ — cot.x 'cofec.x'+^*^lcot.x'cofec.x' = o. 
da Av de 

Fiat x" conftans: erit ^j-cofec. 3 x +A-*L cofec.V = o 
de Av 

^^ C cot.xcofec.x+^' C |— cot.xcofec.x' = o. 

Av ■ de- 

Hinc A^- X : —A^L = cofec.V 1 cofec. 3 x 
Av Av 

jfe : — A^- =. cotx'cofec.x‘ : cotxcofec.x 
•de Av 

Proinde cofec. 3 x' : cofec. 3 x = cot.x'cofec.x’ : cotjccofec.x 

cofec.x' : cofec.x = cot.x' : cot.x 

i : i = cof.x' : cof.x; ideoque *=x\ 

Eodem modo infertur x = x*. Pyramidum .igitur triangularium squealtarum, 

bafi 
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{ y j * * j ' i» 1 a 

A*4-AyJLJi_ I , &y» femper funt pofitiva, fun- 
ftio P maxima e fi, fi fit tam *d'P, quam y d‘P — C d dP ).. neptim . & po- 


\'*d'P 
*d’P, 

( y d’*d ‘py 

fita *d P negativa, ac proinde — — 1 pofitiva; neceffe eft, ut fit 1 d’P 

• . , ( r d'*d'py 

negativa; praetereaque (fignis omiflis) debet efle r d’P > ^ — "» feu 

*d”-Px y d’P>( y d' x d'P)*. 

, * / yj '■ j ’ nN 2 

Contra funftio p minima fit, fi tam r d ‘P, quam T d "P — — L. elt po« 

*d‘P. 

fitiva: & pofita *d "P pofitiva; oportet, fit 7 d’P pofitiva, eaque talis, ut 
y d P. x d "P> ( 1 d'*d'P)*. 

Exemplum hoc funftionis duarum variabilium docet: criteria, quibus 

maxima f uu £j.; onurn plurium variabilium difcernuntur , nonnifi fumma adhibita 
minima r 

cautione pofle determinari; nifi ex ipfa quae itionis natura immmediate judicari 
maxima 

pofiit , utrum quae itio ad referenda fit, aut milii limiti anfam praebeat? 

Exemplum primum. Sit P = xx+xy+yy-ax-by 

2Jt+ j -a y d ,s d'Pssi; 

’d'P= x+iy -b ,d " p = + * 
proinde *d"P. *d*P(= 4 ) > (Wi*) 8 . 

Fiat d p (- 2x +y °) — ° m Ent 3 . & p jj- lS valoribus' re- 


M'P(=:je+ es O 


y =j 


Ib-a 


. O 

fpondens, nempe — ^ - ab+bb , ^ omnium minima, (o) 


Exem- 


(a) Irrepfit error typograpMcus in psg. 649. Calculi differentialis Euleki , ubi funftio 
lucc minima dicitur e.Te j QCO — 


N a 


Digitized by Google 


382 


Exemplum fecundum. Sit P= **-3«<y+y* . 

3 xx ~3 a y ... y d ,jr d'P=-3a. 

*d />= +a-3y 


*d'P= 

*d7>= 2.3* 


Fiat 


xx -ay 
■ ax+yy 


= o 


erit 


*-T 

, Jt 4 O o 

*“*+ « = °; * = « y =. «■ 


Quoniam faftis * eft d’Px y d"/’< (MM7 5 )*; functio p his valori- 


y 


maxima 


bus refpondens non eft omnium minima - 

Fiant^l": erunt *$£££; proinde x d'P. ’d"P > ( v d’P. *d'i>y , & fun- 

ftio fit minima’ Atqui M*/» = + 6«’ igitur funftio p ~~ a% minima eft. 

§. x88- Quaeftiones ad pertinentes magnam cum duftu tangen- 

tium a punfto extra curvam dato habent affinitatem. 

Per punftum enim datum agatur refta , ad quam tanquam axem curva re- 
feratur. Si curva verfus axem hunc concava eft; angulus, quem refta curvam 
tangens ab hoc punfto dufta facit cum axe, major eft angulis, quos reftm cur- 
vam fecantes ab eodem punfto duftae faciunt cum eodem axe : contra prior an- 
gulus minor eft pofterioribus, fi curva eft verfus axem convexa. Problema igi- 
tur , a punfto extra curvam dato reftam ducere , quae curvam contingat , ad al- 
terum reducitur, quo ab eodem punfto refta duci jubetur curvae occurrens, 

qua» angulum cum axe comprehendat. Subtangens curvae dicatur (; 

ordinata reftanguja per punftum contaftus afta dicatur y : erit y tangens tri- 

gonometrica anguli, quem refta curvam. contingens cum axe facit; proinde 

— maximum; 1m ^ e * dx 'J Ax _ o; /% = Atqui ^=1, five abfcifla- 
t nummum — ^ — ’ dx dx dx 

rum origo in ipfo punfto dato ponatur, five in alio punfto intervallo dato a priori 

diftante. Ergo t «= y, & < = yx^f; quod confentit cum §.40. 

Rela- 
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Relatio haec non effugit fuperioris feculi mathematicos, quorum molimina 
utrumque problema de ductu tangentium & de maximis ac minimis folvendi 
ad generales calculi difTercntialis regulas viam draverunt; quos inter Ferma- 
tium , Robervallium, Pascalium, Barrowium nominare fufficiat. 

§. 1 8Q. Quamvis quaeftiones ad ™fninna P ertmentes inde ab eo tantum 
tempore cenferi debeant perfe&e folutae, quo generales calculi diflerentialis 
regulae iis applicatae fuerunt: abunde tamen, quae fuperfunt, monumenta do- 
cent, veteres geometras hujus generis quaedionibus operam haud inanem im- 
pendilTc. Ipfa Elementa Euclidis propofitiones nonnullas a d. n ^ n j m;i pertinen- 
tes fidunt, ex. gr. .in 5“ & 9"» Libri fecundi. Luculentiflimc autem hoc com- 
probant libri antiquorum ad analyfin. geometricam pertinentes, a Pappo re- 
cenfi, & partim fuperdites, partim a recentioribu» «mhematicis redituti; prae- 
fertim Traftatus de Sectione rationit & /patii , de Scelione determinata, & de Inclinatio- 
nibus, atque inprimis Liber V. Sectionum conicarum Apollonii. 

Quando problema aliquod geometrice folvitur; defeftus occurfus mutui li- 
nearum in condruftione ducendarum monet de propofitae quaedionjs impolfibi- 
litate : algebra autem impoffibilitatem Kanc indicat per introduftionem quanti- 
tatum (quas vocant) imaginariarum , fefe invicem non deftrucntium. Sed im- 
perfefta folutionis aequationum conditio obdat, quominus algebra hoc refpeftu 
fufficiat. Cum vero aequationum feeundi tantum gradus folutio plana fit; fun- 
ftionum ejusdem ordinis facillime per algebram elementarem determi- 

nantur, quod paucis exemplis declarabo. 

Primum exemplum. Sit 2ax — xx = x) funfiio fecundi ordinis, cujus 
maximum quaeritur. Sit iax — xx = g: erit x—a = + Y'(aa—p). Ut proble- 
ma fit poffibile; requiritur, non fit p major quam' aa : proinde maximus ipfius 
p valor ed aa; & tunc x— a = o, x= a, aa— x = a; feu duo termini produfti 
x(i a—x) funt invicem aequales. 

• Exemplum fecundum. Sit numerus datus a dividendus in duas pastes, fic ut 
fumma produftorum quadratorum ipfarum per numeros datos m, n fit omnium 
minima. Sint duae paites x, a — x; & ponatur mxx -f”( a — — P- 

N n 2 erit 
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a?4 


erit x— a 


+ Y' (p( 1 »+«) — aamnj 

m+tt 


Ut problema pofllbile fit, debet efle 


»(»»+••> % anum; feu minimus ipfius p valor eft aa—~z & cafu, quo p eft 

fWrfl 


a—x = 


omnium minima , fit x = 


Exemplum tertium. Sit >^(oa-f xx ) — ^x = b. 


unde a* xx 


11 i 2 m, , mm 

bb+—bx+ — xx. 


i°. Sit w = «i: prodit aequatio primi gradus, quae 
praebet. 

i°. Sit«>»t 


n nn 

maximo 
minimo 

*< 


mm - nn 

ftio propofita nullum admittit limitem. 


mm - nn 


3°. Sit «<«: x — b — — - = i YCbb- 

» nn-inm \ 


(bu - mm ) 2 

pofito m < n , valor omnium minimus ipfius b talis eft, ut fit 
™ . Y(itn-mm). 


locum non 
. unde fun* 

(mm - nn) *•' 

y Itaqne, 


nn 


nn - mmj 


i = o 
& tum eft x = 6x 
• YQaa+xx) 


— «X 


nn- mm 


«X 


B 


y(no-mm) 

Methodum hanc elementarem inveftigatioDi minimi cerae apium cellula, 
rum felicifiime applicuit fagacifilmus Dn. Le Sage ; qui ita celebre hoc tam 
apud mathematicos quam apud rerum naturalium fhidiofos problema primus 
ad elementa reduxit , & quidem ad inveftigationem minimi funftionis 
y\aa+xx)——x cafu , quo m < » (uti in pofteriori exemplo). Solutionem hanc 
amicifiirae mecum communicavit, quo tempore ftudia mea mathematica paterno 
amore regebat; pariter ac plurimas obfervationes ad hoc caput pertinentes, quas 
extant in Commentariis Atademice Berolinenjis ad annum 1782: Sur te minimum de 
eire des ohieoks des ubeilles, & tn purticulier fur un minimum minimorum relatif d cette 

.r • • 

eesatiere. Vid. etiam Relatio mutua &c. 


Caput 
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Caput decimum nomum. ■ • 

De radiis curvatura, 'et de curvis evolutione genitis. 

§• 

j^int M, Af' duo pun&a alicujus curvae ; per quae agantur duae reftae normales 
MN, M'N, quae axi in punftis N, N' occurrant. Diftantia NiV punftomn 
horum eft PP.~ PN + P 'N' = Ax—tfa +y';r- 


7 d* ,J (U 


Quoniam 

yY = yy 

i ^dx 




^ 3 f <$<%, d 3 y| 

1.2.3 [_ d dx dx s J dxij 


►r(©’ + ^] 

[Jy ddyd 3 yl 
7^(^x\i* a s dx 3 J 


At 4 

+a ^l^dx 
+ - 
+ - 


*. di/ d 3 «, , 

*' +4 di‘a^ +y 


dV 

dx* 


•J x..,4 (_ dx 2 3x5 5 dx dx 4 ^dx 5 J 


+ 

+ 


U„Je M1F' = <u[.+(^) ! +»^] 

4. £*! fJy ddy , dY| 

+ 1.2 jj dx dx 2 +y dx 3 J 

• ■ +£["&S + &S+»£] 


+ - .... 

§. 191. Duae normales MN, M' N' libi invicem (fi fieri poflit) occurrant 
in Z punfto. Punftum hoc occurfus fic determinatur. 


Nn 3 


in 
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Fig.56. In triangulo NZN' eft fin .NZN' . : ’ fm.W' = NN' : NZ 



ieu 

fin.(Af'Afp'- MNP) 

: fin MNP' 

= NN' : 

NZ 


unde 

cof.iV—- fin.iVcot.N' 

v ' 1 

= NN' : 

: NZ 

1 

•• • • 

cof.Ar-fin.^' 

dx 

: 1 

= NN' 

: MZ 

* ; * 


NP-MP d l~ 

: J&V 

= NN' 

: JVZ 



♦ (U 

- 

t. . 



et 

A 7 >— 

: NN' 

= MiV 

: AZ 



• dx , , 




Atqui g- 

Ii 

S-!^ 

+ 

Ax ddy Ax* d 3 y 
1 dx 3 1.2 dx 3 

Ax 3 d 4 y 
1.2. 3 dx 4 

+ • • • • 


Igitur NP- 

■ mp^L 

dx 

_. w (*x AA,J 1 ~ x ~ 
- ^T'dx-^ 1.2 

d 3 y _j_ Ax 3 
dx 3 1T2.3 

d4 y + 

*•) 


« : «+<£■+$ 

Ax f dy dd^,„dY| 

+ l.2L 3 dx’dx» +y dx 3 J 

* - + ^fir 3 f d %y + Ai . ^ +-4VT - 

^1.2.3 [^'dx*^ ^dx dx 3 ” -d *J 


+ - 
+ * 


ct MZ : MN = 1 +(^) J 

+n[&s? + >S) 

+^b ,+ 4-MD 


^jd* 2 1.2 dx 3 1.2.3 'Hx 4 J 


+ 

+ 


Ut confequenti* ex hac proportione necti poflint , duo diftinguendi funt 
cafus, uti in §. 170. 179. 

‘ §• *9 2 - 
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§. 193. Primurcafms. Exponentes differentiales fucceffivi , ^|, 

, . . figno impoffibilis non afficiantur. 

d* 4 ’ 

Cafu hoc pofterioris rationis limes aequalis eft rationi l + Qj-)*:-- y 

proinde & rationis prioris limes aequalis eft eidem rationi 1 + — 

✓dv\ * » 

feu lim .MZ:MN= + & lim.MZ = MN y. 


Atqui 


7 dx» 


MM=3y 


[■+<&’]* <5- “ 


(5-ixo.) Ergo Y\m..MZ 



Ob/ervatio prima. Quamvis haec expreflio formam habeat negativam, reapfe 

fit pofitiva , quando curva verfus axem concava eft. 

• / 

Ob/ervatio fecunda. Ex Z punfto agatur ZQ ipfi MP perpendicularis. Eft 

jtfQ = MZ X ~ = MZ x ~ ^ >j : u «de lim JKQ = 


Ob/ervatio tertia. Quoniam fin .NMP= 


iy 

Sx 


■ «Ut* 

d. fin. NMl 


eft 


idy 

dx 1 


T- Hinc lim. ^ 


^O+C&O 1 

d.fin.MWP d. cof.Pdfr 


d* 


d* 


cU 


C'-k£) = ) 

. /Equatio haec immediate fic poteft demonftrari. Refta 31' P' ipfi ZQ occur- 
rente in p , funt fin .NMP=*Qi , fin .N’MP's= hinc Cm.N3SP—ftn.N M P 

ZM ZM , 

_ ZQ Zp _ PP f , rS x i V _ 3.fm.MKP_ t ■ Zp. Z 3 l'-ZM 


ZQ. Zp _ W , Zb (_ l_ _L_V _ d.fin.iV 

zm zm' z&r p \zM~ zm'J' -a* 


*r _d.fin .NMP i . 
d* Ztf 


ZJB + Xu X ZM7ZJif ’ 


Ob/er - + 
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Obfervatio quarta. M'P refta occurrat in * tangenti MT per M punftum 

duftae. M't = ~( dd » , tx* d 4 y /k l7ol 

'•1.2 dv’ 1.2.3 dx* 1...4 dx 4 ' ’ ' V * 

. e. *>• = 4»-(. + (fe)*>- 

•+<£)' 


Proinde = 
JTt 


<My. f ^ x d *y ^Ax 2 d^ M 
^1.2 3 F + 1.2.3 clv 3 1^.4 d * 4 ’ / 




I ddy 
1.2 dx* 


dd^ 

djr* 


'+(£)’ 


^3 

Atqui lim.AfQ = — • Ergo 2 lim.JfQ = lim.^yr~. 


dx* 


§. 193. Sumta Mq = aitfQ = lim.^- 


M 5 


+.(£)’. 

3T^— » fiat fempcr /?'= — r ; 

M't ^p: F 2 sv 

& defcribatur curva per punfta /7, <7* hoc modo determinata transiens. Tum 

0+©')* 

centro Z radio MZ = ^ defcribatilr circumferentia circuli ; quae 

- dx* 

proinde per M & q transit , atque reftam MT, ac proinde etiam curvam MM' 
in M tangit Circumferentia haec occurrat rectae M'P in R & R' punftis. 

Primus tafus. Sit Mq quantitatis limes quod ad parvitatem ; ideoque 
femper fit tq‘> tR', & arcus qq extra arcum qR\ Quoniam Mt 2 — 
R'txtR=2M'txtq', & /g'> tR') ergo tR> M‘t : proinde arcus circuli MR cadit 
intra arcum curvae MM'; ac tanto magis quaelibet circumferentia reftam MT 
in M tangens & radio minore quam MZ defcripta, utpote circulum ipfum MR 
intus tangens, intra curvam MM' cadit Tum radio MZ' majore quam MZ 
defcribatur circulus, qui reftae MP in 'q punfto, & reftae MP' in r & r* pun- 

ftis 
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ftis occurrat. Erit ideo M'q > Mq, & punftum 'q extra curvam qq'; pariterque • 
arcus 'qr‘ extra arcum qR': quare, punfto M' ad punftum M accedente, arcus 
curvae qq' cadit inter arcus circulares qR\ 'qr'; itaque erit <q < tr'. Atqui 
Mt a =sM'txtq' — rtXir': igitur M't > rt; & circumferentia radio Z'M> ZM 
defcripta cadit inter arcum MM' & tangentem MT. Proinde hoc cafu arcus 
curvae Mm' jacet inter arcus circulares MR, Mr, fic ut nullus circulus, cur- 
vam in punfto M tangens, inter arcus MM' & MR cadat. . * 

Secundat cafus. Sit Mq quantitatis ~~ limes quod ad magnitudinem; ita Fig.j>6. J - 
ut femper fit tq < tR', & arcus qq' intra arcum qR. Quoniam Mt'— Rtx tR'= 

M t.xtq', & tq<,tR': eri tRKMt; proinde arcus MR cadit inter tangentem 
& arcum MM'; ac tanto magis quaelibet circumferentia radio majore quam MZ 
defcripta, quippe circulum MR extus contingens, mter tangentem MT & ar- 
cum MM' cadit. Tum radio Mz' <MZ defcribatur circulus, qui rectae MP 
in r & r' punftis, & reftae MQ in 'q punfto occurrat. Erit ideo M'q<.Mq, 
tr' < tR' , & arcus qq' jacebit inter arcus qR' , 'qr'. Proinde punfto m' ad pun- 
ftum M accedente, fiet tq'> tr';' ideoque tM'<$tr, & arcus MM' cadet inter 
tangentem MT & arcum Mr- Quare hoc etiam cafu nullus circulus, curvam 
in M tangens, inter arcus MM & MR transit. 

Nullus itaque circulus curvam in M tangens , radio five majore five mi- 
nore quam MZ deferiptus, cadit inter arcum curvae MM' & arcum circula- 
rem MR, ad partes punfto M utrinque vicinas. Circumferentia igitur radio 
MZ defcripta arcum curvae MM ftriftius tangit, quam ulla alia circumferen- 
tia, five major five minor priore. Hinc circumferentia haec Curvam ofcularl, 

& radius ZM radius ofiulator dicitur. Curvatura arcus MM.' ad curvaturam ar- 
cus circularis MR propius accedit, quam ad curvaturam cujusvis alius arcus 
circularis ; unde radius ZM vocatur radiut cun-ntnrce arcus MM' in punfto M. 

. ri+(f) 2 )* 

Formula ideo radii curvaturae eft — — — /— ; - cujus applicationem nonnul- 

5 - 194 - 


iis exemplis. illuftrabo. 


— <. 

da ; 2 


0 o 
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§. 194. Exemplo. x°. Sit parabola conica, cujus aequatio ali yy = ipx. 

» & = P , M+(f) =0, ,!&=_«. ^s=-a. ^SY^sas. 

? djr J dx» Vd*> / djt- 1/1/ d-v 3 y 3 M**' i/i/ 


7 d* d * 3 vd*-' 'dJt- ijtj d-v* ij> 

mz = (PP+wy , & Mq = gOgiffi. 

PP PP 

, Opfervatio. Facio y = o, fit MZ^p; & hic efl limes (quod ad parvitatem) 
normalium parabolae. 


2 0 . Sit ellipfis conica, cujus aequatio eft yy = ~(aa—xx). 
dy M /'fivN 3 , „ddy_ W ddy_ Z » 4 1 ddy _ 


i 4 


IfiZ— (( nn 'bk)!ty+b*) ■ p; a )- «=:o: erit AfZ = — ; & hic efi: limes (quod 
ai 4 a 

. • 

ad parvitatem) normalium ellipfis. Sit a = b: erit JHZ=s --=0, feuconftans; 
quo cafu ellipfis in circulum abiit. 

3 0 . Eodem modo determinatur radius curvaturae hyperbolae conicae ex 

aequatione yy = ^(xx— au); qua fit MZ = + ^ )j_.. 

4 0 . Sit cyclois vulgaris, cujus aequatio efi y=>^(2rx-#jr)+rarc.(in.v.^. 

Fit - y 2r ~ x 5% =_ r 

d.v x ’ djc s xY\ arx-xx) 

MZ = 2r?^(2r(2r-x)). 




§. 195. Hucusque tradita nituntur fuppofitione, dari limitem quoti 
quo cafu radius curvaturae poteft determinari. Ut alterum cafum , quo nullus eft 
quoti hujus limes, diftmftius evolvam; a curvis ordiar, quarum aequatio fim- 
plicilTima eft, nempe y = p l ~ n x a . , • 

Defcribatur quicunque circulus curvam iij vertice contingens, cujus radius 
fit r; & redae in hoc circulo axi ordinatim applicatae fiut y'. 

Quoniam y = pi-***, eft yy — p Sr2n ■**". 

Atqui yy — x(2 r-x) 

Ergo yy.yy' = p*-^** 0 : x(ar-x). 



i°. Sit 
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i B . Sit 2» sz i , feu n = J : erit yy : y'y ' = p 3 -in ; 2 r-* = p : v — *. Pro- 
inde, imminuta x, rationis pofterioris limes eft ratio p : 2r; & ratio haec eft ra- 
tio aequalitatis, fi p = ir, feu r = \p. 

2°. Sit 2» > i ; ideoque yy : y‘y '= : sr-x. Imminuta x, nullus 

eft Umes (quod ad parvitatem) pofterioris rationis ; itaque nullus etiam eft limes 
(quod ad parvitatem) rationis prioris: quaeUbet igitur circuli circumferentia, 
curvam in vertice contingens, cadit extra curvam ad partes vertici vicinas, 
utcunque parvus fit radius ejus r. 

3°. Sit 2«< t; yy : y'y' = pi~™ : xi-a«(2 r-x). Imminuta x, nullus eft po- 
fterioris rationis limes, quod ad magnitudinem; ideoque nullus etiam eft prioris 
rationis limes, quod ad magnitudinem. Proinde quaelibet circuli circumferentia 
curvam in vertice contingens cadit intra curvam ad partes vcrriei-vicinas, utut 
magnus fit ejus radius r. 

Ideoque parabolas inter, aequatione y = pt-”x n determinatas , parabola co- 
nica fola eft, cujus curvatura in vertice cum curvatura circuli conferri poflit. 


Idem confequitur ex 'applicatione formulae generalis radii ofculi ad cafum, 
in quem quadrare non poteft: eum nempe, quo nullus eft quoti Kmes, 
five quod ad magnitudinem, five quod ad parvitatem; feu quo formula radii 


fi+tfYV • 

curvaturae R= - vf - — fit aut zero, aut impoflibilis. 


dx* 


Etenim pofitq yzzpi~*x n , fit ^ = "P 1 ""* 0 " 1 

= *j.n-ipi- n x n -s 

dx* 

• unde R = 

. — n.n- 

. % 


i°. Sit w = a : exit R = — ; «Se fafta x=o, R=z — $p. 


Oo 2 


Sit 
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2°.- Sit » > 2 : erit R = 


(i+*#_ — ) 

- ; & fafta x = o, #=* — pB ~ f 

X°“i «(B-i)QTi • 


— H.B-I 


quod eft lignum impoflibilis. Nullus eft circulus, utut magno radio defcriba- 
tur, curvam in vertice contingens, qui extra curvam cadat ad partes vertici 
vicinas, 

X 2 n-s\ 3 ' 


3°. Sit erit R = — p^xi-n x 


{ Jtzn-iV 

(i 1 

ps " — : proinde fafta x=o. 


»• »- I 


eft = o; feu nulius eft circulus, radio utut parvo defcriptus, qui curvam in 
vertice ita contingat, ut ad partes vertici vicinas intra curvam cadat. 

§ 

4°. Sit n = i : erit R — — X x. Hoc cafu linea propofita eft refta : pro- 

o ■ .. 

inde contradictorium eft, He curvatura ejus dicere; quod monemur ligno im- 
pofllbilitatis l, ab abfcifTa x independente. ■ Idem contingit, fi fit n = o; quo 
cafu linea refla parallela eft axi, ad quem refertur. • • 

5°. Sit permutatis coordinatis, cafus hic ad tres priores reducitur. 

6 °. Sit n negativa , feu curva propofita fit hyperbolica. • 

3 

Tunc R + x Ji — t Et quoniam contradictoria eft fuppo* 

B.B+I/U+”' . X3«+I 

fitio x = o; introductione ligni _ Lj_ monemur, contradiftorium effe, loqui de 
curvatura curvae in punfto per abfurdum fifto, ubi afymptoto occurrat. 

Quo minor eft x, eo magis radii curvaturae valor accedit ad R =± — — - . 

n-(-l 

& quoniam nullus eft abfeiffae x lime? quod ad parvitatem, nullus etiam eft 
radii R limes quod ad magnitudinem. 

Sit ppy = xx(a-x). Erit jp d ' J - = x(aa-3x) 

• • “* PP_ r. - xx(2i»-3^ y 

, PP£-5—*( a " 3 x) 2(^x-a)\ ■ p* 


Fiat 
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Fiat %X = a: erit R = -! 0 L( i . Huic abfciffaerefpondet punftum fle- 
2a.o v - 9 y ' 

xus contrarii. (Vid. Fig. 47.) ■ 


Sit p 3 y=x 3 (a-x). Tunc P 3 ^~ — xx (. 3 a ~V c ) 


p 3 ^ = 2 x(3«-6x) ~3*(6*-3fl)> f 

dx* 


0 ^^)* 


Utrique abfciffae * _ ? fl refpondent puncta flexus contrarii, quibus nullus re- 

jlft 2 * . . 1 • 

fpondet limes quod (Vid. Fig. 48.) 

In punfto flexus contrarii ob = 0 eft ^ = C, y = C‘-fCx. Proinde 
aequatio curvae eo propius accedit *d aequationem lineae redae, quo punda cur- 
vae ad punftum flexus contrarii propius accedunt ~ - 


§1 196. Confideratio curvaturae curvarum ad focum aliquem relatarum in 
mathefi, mixta praefertim, frequenter magni momenti applicationibus infervit: 
quare breviter eam explicabo. 

Sit F focus, ad quem curva MM' refertur per radios veftores FM, FM\ 
atque angulos JFM, AFM\ • Per M agatur reda tangens MT, cui FA1‘ in t oc* 
currat. Curva efl: verfus focum F prouti Ft % FM'- 

Sit FM = y , FM=*y', AFM ~ x, MFM' = Ax. . . - 



„ fin .FJMl _ 1 

fin JfWFAx) y cotto-cot.FMTfia.&x ■' 

= y fec . Ax( 1 +cot. FjWTtang. Ax+cot. 2 FMTtzng. - Ax-f-cot. 3 EftfTtang. 3 Ax+- ...) 
= y( i+|tang.’Ax-|.|tang.'Ax...)( i+cot.FMT t&ng.&x+cot. 1 FMTtang. , Ax+...) 
= y+ycot.FM 7tang.Ax+}tytang. 2 Ax cot. FMT tang. 3 Ax+ . . , 

+ycot. 2 FJIf Ttang. 3 Ax+ycot. 3 F.flf7tang. 3 Ax . . . 


Atqui cot.FiHT=i ^ (§. 49.). Ergo, curva pofita verfus focum concava, efl 


0 0 3 


r. 


Mt 


Fig. 57. 
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Mt = ^(tang.Ax-i) -f }jtang. J Ax 


+. l~. tang. 3 d*-f ... 


’ * . — L.jjJ.i,» _ ■ 

1.3 dx 3 1.2.3 dx J 

Proinde quoti limes (fi quis detur) eft Iy+— .C^V— _ L . 11 ?. 

- 3 * 1 y W i.2 djc 1 

Scilicet curva verfus focum eft concava fi •« JL. 4 ^ > 0 

convexa’ yM*' 1.2 dx J < 

Et pofito curvam ad utramque puncti M partem extendi , M eft punctum fle- 
xus contrarii, fi fit §y+I(^V— — 1 as o. 

y K ax' 1.2 d* 3 


Ab radio veftore MF abfcindatur Mq =a lim.f?^ = 


MH-dS* 


Mt sy.+yVdx. 


v,a- 1 dtiy > 
n da:* 

& ex q punfto erigatur perpendiculum qR, quod normali per M duftae in R occur- 
rat : erit MR diameter curvaturae in punftoM (quod demonftratur, uti ^.193.). Sed 

MR=Mqkc.qMR=Mqco(ec.FMT^^ m , = ^?x r (yy^CdD ) p roinde 

3. 


MR 


v - , 

/dv\ J ddv * 


S»+©-^' 


recta iIM bifariam divifa in Z, fit radius cur- 


0+dD‘)‘ 


vaturae MZ — 


Formulas has variis exemplis illuftrabo. 

Exemplum primum. Sit y = r quantitas conflans: tunc- MZ - '-L_ =y, quas 
eft aequatio circuli. " 

Exemplum fecundum. Sit y = pfec. 3 |x,. quae eft aequatio focalis parabolae 
conicae, g = pfec.*|*tang.£* = ytang.J* ‘ f< ^ 

j » lun. ■ . 2 "" $ * 

^ = p(fec. 3 xtang. 3 Jx+ Jfec. 4 Jx) * P 

Mq 
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Mq 


MZ 


yy+yytang.*** = ^ = ^ 




— y ^ ec - s * _ 2 pfec. 3 |jf = ayfec.f* = 2 yV'-. 


»y 

3 7 


Exemplum tertium. Sit y = 1 U3e eft ®ft uatio ellipfis conicae ad fo« 

lim.^i = U.2L. 

dd# _ bbe coi.x , zbbee{\n*x &x z bb 

/a4-srnf x\* {aJ-ec.nf.x}! 


cuxn relatae. Fit g - - '*“•** g 


d-c 1 (o+« cof.*) * (a+ecof .*) 3 

Mq = yy+«fin.** 


— = 3 y(a fl -y') 


MZ 


laSl 
* bb 

y^t-y) *, r(^i y y^ a -y) . 

Eaedem formulae ad hyperbolam quoque applicantur. 

# a? 

Exemplum quartum. Sit y = r* , quae eft aequatio fpiralis logaritlimicae. 

1% , s .i„ g ... r,m .*■ " pa - 

di* M < 

riter crefcunt in progreffione geometrica. 

• MZ = y^fi + — Iog.V). Radii igitur curvatur* 

* * (p(p 

etiam in progreffione geometrica crefcunt. 

Exemplum quintum. Sit y = afec^f±y, quae eft aequatio conchoidis. 

= afec.xtang.jc 

dx' , . 

^ = afec.xtang.’x + afec. 3 x = afec.A(tang. s x+fec.*x) 

djci ' |» 

(aafec. 4 x + 2fii fe c.x+yfc)* 


MZ 


q- 2<>b fec.A tang. 2 x+ab fec.A+64 


i 6 . Sit 
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i°. Sit brs o: linea, cujus aequatio y — afec.x, refla eft; de cujus cur- 
vatura dicere eontradiftorium eft, quod monet introductio figni impoflibilis J. 

2°. Sit bxa:. eft MZ — a J£ ec '_il± 2fec L x _+ 

+ 2leC.jc(tang. J jr-j- 1)+ 1' 

Fiat x = o: erit MZ = y. Nempe conchois inferior cafu, quo b*=a & tc—a, 

in polo cufpidem habet; & dum ad polum accedit, nullus eft radii curvaturae 
limes quod ad parvitatem. Vid. Fig. 58. 

3°. Conchois fuperior habet punctum flexus contrarii, quod determinamur 
per aequationem 20 fec.xtang.*x= afec.x + ^- Fiat b=a: erit afec.x tang. a x=a 

r 3+» 

a(fec.x-fi); unde afec.x(fec.x— r) = 1, & fec.x = ^ , quorum valo- 


rum prior tantum propofito fatisfacit. 


.2 


4 0 . Fafto x «= 90 

Signum hoc impoflibilis monet: contradictorium efle de curva loqui cafu, quo 
x = qo° ; nempe conchois curva eft afymptotica, cujus nfymptota eft axi per- 
pendicularis. 

§. 197. Cum doftrina curvaturae arftiflime connefiitur, quam primus geo- 
metrica methodo tradidit celeb. Hr genius, theoria curvarum evolutione geni- 
tarum; ftriftim itaque hoc loco adhuc exponenda. 

Hg-59* Curvae AMM' filum feu linea flexilis circumplicata intelligatur; &, manen- 
te una extremitate illi affixa, altera extremitas , Itylo ex.gr. illi annexo, fen- 
fun ita abduci concipiatur, ut pars fili MN, quae foluta eft, femper in directum 
extenfa fit, & curvam tangat in punfto M, ubi illam deferit. Curva ANN 
quam ftylus motu hoc deferibit, dicitur evolutione curvae AMM' genita; ipfa vero 
AMM' dicitur evoluta. ’ • 

Obfervatio. Filum curvae AMM' applicatum potpft in A terminari; quo cafu 
curva evolutione genita transit per punftuin /4 Sed fieri etiam poteft, ut filum 
ultra curvae pun&ura A protendatur juxta retiam A A' pofitione & magnitu- 
dine datam, quae fcilicet curvam AMM' in punfto A contingit. Quo cafu curva 
evolutione genita transit per punftum A 

Centro 


fit MZ = aX f — 6 ^° = «fec. 3 9o° = a x 00 3 . 

fec.9o°tang.’9o 0 
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Centro M radio MN defcribatur circulus, & agatnr refta NT ipfum in N 
tangens. Dico: rettam NT in eodem punfto N contingere curvam evolutione 
defcriptam. 

i °. Sit IV* punftum curvae NN" remotius a principio A, quam eft punftum 
v At. ‘ Sit NM fitus fiji, quo extremum ejus pervenit in N“; & fit M' punftum 
'curvae evolutae AMM', ubi filum N i i' eam contingit: reftae NM, NlM' fibi in- 
vicem occurrant in punfto & refta M N“ occurrat in n' tangenti NT circuli. 
In triangulo mixtilineo MM > «* efl Mm m' M' MM' proinde addito utrin- 

que arcu MA= MN, fit Afm‘4- mM'-\-MN » 

• unde m'N > m'N'. Atqui , propter angulum 

reftum N, m'n'>m'N: ergo (a fortiori) mV>m'At'; proinde punftum »' tan- 
gentis NT eft extra curvam NN". — , 

a°. Sit AT 1 punftum inter punfta A & N. Sit n'm' fitus fiii, quo extre- 
mum ejus eft in n'. Agatur refta MN\ quae tangenti NT in n punfto occur- 
rat. In triangulo mixtilineo MM'n' eft MM' + M 'n' > MN‘ , hoc eft 
MN> MN'\ atqui propter angulum reftum N eft M»‘> MN'- ergo a fortiori 
Aln' > MN' ; ideoque punftum o' eft extra curvam NN'. 

’ Circulus igitur centro M radio MN defcriptus & curva evolutione ge- 
nita JVTV' habent in AT punfto tangentem communem ; proindeque circulus liic 
& curva A r Af' fefe invicem contingunt in N. 

Porro autem circulus hic & curva NN' fefe invicem in N punfto ita con- 
tingunt, ut prior pofteriorem ofculetur, feu ut nullus alius circulus, curvam 
in N contingens , inter hanc curvam & priorem circulum transire poffit. 
Etenim 

i°. Sit M' punftum quodvis curvae AMM' ultra punftum M fitunj; au fit 
M’N' fitus fili, quo curvam MM' in m‘ tangit, eodemque fitu filum in pun- 
fto R' occurrat circumferentiae radio MN defcriptae. In. triangulo mixtilineo 

M MR feu M W R P romde circumferentia centroAf radio MN de- 

fcripta cadit intra durvam NN 1 ; $c nulla circumferentia, radio minore quam 
MN defcripta , atque curvam in N contingens, cadit inter arcum curvae NN“ 

P p & 


Fig.». 

i 6 . 


n*»- 

a®. 


FIg-59- 

I*. 
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& arcum circularem NR‘. Sit autem Nm' radius major quam NM; atque filum 
per m' transiens curvis MM\ NN\ NR ' ia M\ N, R' punftis refpeftive occurrat. 
Quoniam > MSt 

eft Nm' +m m' > M'N' : 

unde m'N > m'N'; ideoque circulus centro m’, radio m'N deferiptus 
extra curvam NN' cadit. 

2 0 . Sit M' punftum quodvis curvae AM inter punfta A & M fitum ; fit rur- 
fus M'N' fitus fili, quo curvam MM' tangit; & hoc fitu filum occurrat in R‘ 
circumferentiae NR', & curvae NN' in n' punfto. 

In triangulo mixtilineoiUM^’ eft MM'+M'r’> MR’> MN> MM'+m'n' i 

unde M’h' > M'n'; 

proinde circumferentia NR' cadit extra curvam NN' : & a fortiori nulla circum- 
ferentia curvam NN' contingens in N, & radio majore quam MN deferipta, 
inter arcus NN', NR 1 , transire poteft. Sit autem Nm radius minor quam NM; 
& fit m'Al'N‘ fitus fili, quo per m' punftum transit. Quoniam 
Afm' 4- m'Al' > AIAf ; addito utrinque arcu MA, eft 
Alm+mN' > MA1'N' > MN; 

unde m'N' > m‘N. Proinde circulus centro m' radio mN de- 

feriptus cadit intra curvam NN‘. 

Circumferentia igitur circuli, centro M, radio MN deferipti, curvam ofeu- 
latur in N punfto. ' 

§. 198. Carva itaque AMM' locus eft centrorum circulorum curvam ANN' 
ofculantium. Si curva NN' in aliquo punfto nullum habet radium curvaturae, 
ideo quod nullus fit radii hujus limes quod ad parvitatem; curvae MM‘, NN ' 
hoc punfto fibi invicem occurrunt : fi vero cufva NN' in aliquo punfto nullum 
haBet radium curvaturae, ideo quod nullus fit radii hujus limes quod ad ma- 
gnitudinem ; nullus etiam eft limes diftantiae , qua curva MAl' ab curva NN' re- 
movetur. Quando autem aliquis eft radii curvaturae limes quod ad parvitatem, 
curva MM curvae NN' non occurrit; & curva MM' intra limites quosd&m con- 
tinetur, fi fimul aliquis eft radii curvaturae curvae NN' limes quod ad magni- 
tudinem. 

Sit 
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Sit Z centrum circuli ejusdem cum cum SM curvaturae in punfto M ; ex Flg. 56. 
quo demittatur in axem SP refta perpendicularis ZX. Data aequatione curvae 
SM, determinatur etiam aequatio curvae, quae eft locus punftorum Z, per coor- 
dinatas SX, ZX. Etenim fit ZQ ipfi MP perpendicularis. Erunt 

d iy 

^ , «+&)' 

SX = ZQ_ == SP+ MQtmg.ZMQ = x+S2x- 

dic 


ZX = MQ — PQ — - -y 


Exemplum primum. Sit yy 


ddy 

dx2 

dy * . 

— xx: -/ ■=: >{ 

dx y 


gdy = 

JC ? 5 - y yy _ 

. XX 

ZX= —//--y = y-y = o; 


x_ _ „ XX rr. 


rr 

F 3 


SX — x— ~ x x = x — x — q. Proinde punfta Z ad punftum unicum redu- 
cuntur; quod confentit cum palmaria circumferentiae circuli proprietate. 


Exemplum fecundum. Sit y 
erit 


dy 

dx 

dd^ 

dx* 


y"(2rx~xx) + rarc.fin.v.- ; 
,~ar-x . 


— - X 1 — 

x y^(2rx-xx) 


ZX - — ( r arc.fm.v.— . — r(2rx -xx) ) 

$X = 4r — x. 

Unde facile deducitur: cycloidis vulgaris evolutam pariter elfe cycloidem vul- 
garem , camque cum priore congruentem. 

A 


Exemplum tertium. Sit yy=2px: = 

Pp a 


hinc 
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Hinc ZX ■■ 


— , SX = p + 2 X - 
fP 


zx > = ai =*!^ l 5 = 8 ^i 

/> 4 p 




a SX-/> \S 

: 8- — n — ~ ; pZX*=&(SX. p y. Parabolae 


igitur conicae evoluta & ipfa parabola eft aequatione pyy = x 3 determinata. 

Contra determinatio curvae evolutione genitae requirit re&ificationem cur- 
vae evolutae. Et cum curvae propofitae unica refpondeat evoluta : uni eidemque 
curvae refpondent innumerae curvae evolutione hujus genitae, quatenus variatur 
fili evolventis principium. 


§. 199. Quamdiu curva evoluta non habet punfhim flexus contrarii, cur- 
va evolutione ejus genita continue verfus easdem partes progreditur. Quodli 
autem curva evoluta punftum aliquod flexus contrarii habet; dum filum abdu- 
citur a punftis curvae fenfu oppofito flexae, ftylus ad partes oppofitas regredi- 
tur: unde curva evolutione genita duobus conflat ramis, in punfto regrelTus in 
cufpidem coeuntibus , quorum uterque verfus easdem partes convexus eft- 
Quare do&rina evolutionis curvarum apta eft ad dirimendam controverfiam de 
hoc curvarum genere inter mathematicos agitatam, & ab ili. Eulero in Com - 
miniariis Aced. Berol. ad ann. 1749 . folide enodatam. Hic breviflime argumen- 
tum illud attingere fufticiet. 

Sit » numerus fraftus fpurius pofitivus, cujus denominator eft numerus 
par. Sit py = $'x + <px.x«; ita ut funftiones <px, <px faftorem x non compre- 
hendant. Per hypothefm x non poteft effe negativa. 

Sint 

<px = X+Bx+Cm* + Dx 3 +— 

Igitur 

py =s d+B'x+C'x , +D x 3 -f ...+ (^x« -f 5x»+ 1 + Cx«+* -f Z?x"+ J-f . . .) 

r ^L= £'+iC , x+3D'x ! ‘+~.± (B^xn-i-KB+i)5x“+(f*+a)Cx"+i-Ki»+3)Dx°+J+...) 
dx 

= >aC , +3.2Dx+..:^;(».»-iy&«-a4- «+i -» jBx®-i+»+ 2.« + iCx» 

-HM-3-»+2‘D** +i + • • • ) 
Polito 
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Pofito b> 2,‘ ramus uterque '^vexus eft verfus 0xem ad partes abfcifla 
* = o proximas, prouti C' eft numerus Et ordinata abfciflat x «= o 

refpondens eft ordinatis ipfi proximis utroque ramo terminatis, prouti B' 

numerus eft JJgJJJ* ^ of,to A P 0 ^ 0 )* 

Caput vicesimum. 

De problematibus , qua vocantur , isoperimetricis . 

§. 200 . 

jproblemata, quibus caput hoc deftinatur, praecipuos tam vergentis fuperioris, 
quam praefentis feculi mathematicos occuparunt; Sc n o n n ull a eorum materiam 
ipfis fuggeflere provocationum, quibus vires fuas mutuo tentarunt. Poft j 0( r. 
Bernoullium («) ceL Fontaine jam inde ab anno 1732. ad methodum ali- 
quam generalem problemata haec folvendi eniti allabora vit. (i). 111. Eulkrus 

eximium de illis anno 1744. edidit traftatum, inferiptum: Methodus inveniendi 
tineas curvas wxurimi mitiimive proprietate gaudentes. SagacifTimus de la Grano* 
folutionem ipforum ad methodum univerfalem & mere analyticam reduxit, quae 
meth Jur variationum nominari confuevit. (e) Quamvis autem diverfi poft eum 
feriptores methodum hanc tradiderint vel transcripferint; difficile tamen etiam- 
num mihi videtur principia ejus ita explanare,' ut rigori mathematico aflueti 
tirones nullibi haereant. 

Cum tamen argumentum hoc inter mathematicos celebre magni fit in 
mathefi, inprimis mixta, momenti; praecipuam faltem ejus partem diftinfte & 
accurate exponere, atque ad inftar ceterarum calculi dtfferentialis & integralis 
applicationum captui tironum accommodare conatus fum. Nec diffiteor, me, 
pro hujus fcopi ratione, argumentum illud eadem univerfalitate amplexum non 

PP 3 afk, 

(o) Vid. Memoirts dt Paris ponr 1706. 

(6) Vk!. Memoirts dt Paris pour 1734. & Memoirts preftntes d 1 'Acadtmie dt Paris 
par Mr. Fontaine. Pari* 1764. 

(e) Memoirts d* Turia, T. 1 L 
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efle, qua ab Eclero & de la Grange fuit pertraftatum. Veruntamen fatis 
me oftendifie fpero, fieri polle, ut ad fimplicia & folida methodi limitum prin- 
dpia reducatur. 

Expofitionem meam ita infiituam, ut fingularia primum evolvam proble- 
mata ; tum a cafibus particularibus ad generaliores paulatim annitar. 

§. 201. Problema. Sint A & A duo punfta pofitione data; fit etiam PM 
refta pofitione data; ac fint F, F duo fa flores magnitudine dati: quaeritur 
punctum M tale, ut FxAM + p' X MA' fit omnium minimum. 

A punftis A, A' in reftam AlP demittantur perpendicula Aa, Aa'; & fint 
Aa=ab, Aa' = b', aa' = a. Sint etiam AM = z, A‘M = z', aM — y, aJUzsy'. 
Quoniam Fz + F'z' = minimo; 

oportet, fit F~ + F~ =0. 


dv 


Atqui ZZ — bb + yy 


*V = b'b'+ yy erg ° d£ = = ^cof .Atia'. 

dv z dv dv 

Quare F^cof.^Afa + F^-cai.A'Ma = o. . 

* dv av 

Atqui y +y'(=:a) datur magnitudine. Igitur ^ = °j 

& hinc Fcoi.AMa =: F coi. A Ma'. 

Proinde fumma Fz + Fz' eft omnium minima, quando Jcof. AMa^F cof. A' Ma '. 

Exemplum. Sit F=F: cafu igitur, quo z + z' eft omnium minima, fit 
coi.AJUa ZS coi.A'Ma' i proinde AMa =a A'Ma ; & punfta A, M, A' jacent in 
direftum. 

Corollarium. Per punfta data A, A agantur duae reftae AB , Ab\ pofitio- 
ne datae MP parallelae: erit Fcoi.MAB=F'coi.A'MP, cafu, quo fumma ft+fV 
eft omnium minima. 

§. 202. Ducatur quaecunque refta, quae (v. gr.) fit reftis AB, AB per- 
pendicularis, atque ipfis in punftis B, B occurrat. Dividatur BB in partes 

quot- 


= -Fcoi.AMa 

dv z dv dv 
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quotcunque aequales in punftis P, p\ p\ p* p”. . . . Per punfta divifionum 
agantur totidem reftae ipfi BB' perpendiculares. Sint F, F’, F“, p“\ F". ... 
coefficientes dati; & determinanda fint in perpendiculis iftis punfta M, M.', 
AfV mT, M ". ... ita pofita , ut duftis reftis 
AM, MM\ m'm\ M "mT, FCm". . , . quae dicantur refpeftive 
2 , z' , z, z“, s" ...fumma 
-F3+ F , z' + F“z l ' + FV-f- Fz'+. ... fit omnium minima. 

Ut huic conditioni fatisfiat, debet efie FcqLMAB = P' coLMMP 


= F’coUl'M'1* 
s F’cot.AfM“P‘ 
= F'colM''tfP 



Pro vertice igitur quocunque M, inter duos vertices 'M, m' pofito, erit 
Fco(.m'MP quantitas conftans. 

Sit S punctum aliquod in axe BB' (produfto v. gr. ); & fint 
F, F*, F\ F ", F ". . . . funftiones quaedam fimiles abfciflarum 
SP, SP', SP\ SP\ SP ". . . . Laterum figurae, feu axis BB' partium, numero 
manente eodem; pariter eft FcoLM AlP quantitas conftans. 


Proinde, aucto partium axis numero, in curva etiam, quae limes eft polygo- 
norum AM M'm'M~M’ ■ . . . quantitatis Fcat.M'MP limes erit quantitas aliqua 

conftans, quae dicatur C. Itaque F^L =C. Hinc ^ 


, /d x\*_FF. /d x\*_ FF-CC . % _ 

I + CC’ W UC ’ dx Y\ 


&jJ CC ' V W CC ’ dx Y\FF-CC )' 

Exiftente igitur X funftione quadam abfcilfarumx, & defignante s arcum 

j V " 

hujus curvae: fi fuerit =X; & quaeratur curva, in qua Zz fit omnium mi- 

ni"”.: £=“ r ™'’=4 ; 


Exemplum primum. 


Sit X=Y'x: erit J 

dx . T(x-c) 


; y =s 


Sit y=o, quando x = c: erit c = o , y — ‘/'(c (x-r)). iEquatio haec eft ad pa- 


rabo- 


' ~ 
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rabolam ; & minimum hoc pertinet ad motum projeftilium terreftrium in fpatio 
libero. 

Exemplum fitundum. Sit X=j _L ; fit — ^ = 'rJL , ■ 

V * d* €-X 

y = r -f '/'(tx ~xx) — ’t arcSw.v.— ; aequationes cycloidis vulgaris. Sit * — o : 
d i c 

hun ^ — o; leu tangens curvae fit axi parallela. 

Sit y = o, quando x = e : tum c = o , & ^ = §; feu tangens fit axi per- 
pendicularis. Minimum hoc refertur ad defcenfiim omnium celerrimum. 

§• 203. In §. 201. loco fummae Fz + F > z' proponatur fumma Fz n +F'z‘*, 
quas debeat efie omnium minima. v 

Erit eodem modo 4. nF*z' »-i— = o 

au ■ Au 

feu 4. fV-i^ a o: 

de de 

unde Fk»~i coUUJB = FV «-1 vtijMP. 

Fiat eadem confiruftio, quae §. 202. In polygono dMM ' M * . . ., in quo 
fnmma Fz a 4 F * ® 4 Fa ® 4- F* s'114. . . ; . e fi omnium minima, eft 
Fz«-icoLHM3 = F'z'*-i coLMMP 
«= F’z'n -1 cof.AfMJ? 

= F’z“»-ico{.AfM’l y 
*= Fz" a ~i coL AfM* F r 


Quare pro vertice quolibet M, inter duos vertices 'M, M' pofito, eft 
Fz*~ l coLm‘MP quantitas conftans. Sit pars quaelibet axis PP'= &x: erit etiam 
quantitas conftans. Unde, aufto partium numero, in curva, 
quae limes eft figurarum reftilinearum, quantitatis F-^-co[.M'MP limes erit 

dz 0-1 Au &x D ~ l 

quantitas conftans; feu ^ eft quantitas conftans. 

Exemplum primum. Sit F quantitas conftans, & n — 2: erit 
proinde ~ = c, cui aequationi fatisfacit linea refta. Genera tim, pofito .F con- 
flante, eft *. = e; aequatio ad lineanj reftam. 

£ vi». 
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Exemplum fecundum. Sit F ipfi x proportionalis. Erit ^ = c. 

Cafu particulari , quo n = — a, fit ' ; quae eft aequatio curvae ge- 

nitricis folidi, quod refi dentiam omnium miniinam patitur a fluido, in quo juxta 
dire&ionem axi rotationis parallelam movetur. 

§. 204. Loco fummae Fz n + F'z n proponatur fumma F$z 4 - EV*', quae 


omnium minima efle debeat: politis <pz, $z' fimilibus ipfarum z, z' funftioni- 

bus, talibus, ut vz~, ideoque j/z'—; in quibus 7 rz dc^rafunt 

dt/ de de de 

etiam funftjones ipfarum z & z‘ fimiles. 


Erit eodem modo F 7 rz^~ + Fnz' — = o. 

de de 


Igitur FttzcoX.MAIJ — Fuzctf.A' MP. Unde eadem fafta con- 
ftruftione, quae §. 202. deducitur, quantitatem /^rscotLU J/p^dccondantem; 
proinde in curva, quae limes efi figurae rectilineae AhlMM M~m’ . . . ., eft 
lim-Fr—cof. M 'MP, feu ^ quantitas conflans. Sit nempe 

— — : erit Z omnium minimum, quando Xtt ( eft quantitas 

iU djr \dxs dz 

conflans. 


§. 205. Inveftigatio curvae maximi minimive proprietate praeditae paulo 
aliter inftitui potuiflet modo fequente; illi admodum analogo, qui §. 185. 186. 
traditur. 

Sit BB' axis magnitudine .datus , in partes quotcunque aequales in 


P, p\ P", P\ p". . . punctis divifus 






Agantur perpendicula BA, 

MP, 

M'P, 

M°P\ 

M"p‘, 

M‘ V P'\ 

quae dicantur *, 

y» 

1 

y . 

y*. 

m 

V . 

1 * 

y 

& rectae 

AM, 

mm\ 

m'm". 

M*Mr, 


quae dicantur 

z. 

1 

z , 

R 

Z , 

z. 


Quaeritur fumma 

F<pz 4- F'<pz‘ 4 

• F’<pz’ 4 

- F'^z’+F^z%. 

quae fit omnium minima ; pofitis 

qtz, 

<P*’i 

<P*\ 

92", 

IV 

(f>Z m 1 

funftionibus fimilibus ipfius z tali- 
bus , ut exponentes dinerentiales 

d®? 

dQZ 

dfz" 

d<ps“ 

• d oz" 

■i* 

7 ET’ 

~dv * 

de ' ’ 

dv " 

fiat refpeftive txs— , 

Av 

-.^'dz' 

5 T’ 

* dz ‘ 

7 CZ - — 

de 

-dz‘ 
71 z — • , 
du 

•*d z" 


Q q Erit 
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Entideo ^- + ^7^ -+FTrz.— + h*z -4 

Hinc ^CfnzcoUfMP-FTTZ cotMA/J) 
dv 

4 ^LtrTizcolMWP-F' Wcof. M'MP) 
dv 



4 dy - ( F*-nz'coL JlTflf *P*— F Wcof. HtM' P) 

dv _ „ 

4 $L fPnzMtMWP-rncoWMY) 

dv 

+ 

+ - - - 

Omnes quantitates mutabiles y, y' , y , y, y". . . fiant fimul conflantes, una 

j i I j # /1 w 

excepta; ac proinde omnes exponentes differentiales ^ ^ fimul 

evanefcant, uno excepto. Erit, utprius, FTtzo.oi.MAB = Fnz coi.NtMP 

= F*™ coL M’M'P 
= F‘'trz coi OfM'P‘ 


= FkxwLMWP' 


Unde eaedem, quae prius, fluunt confequentiae. 

Occurrunt quandoque cafus, quibus Tatius efle videtur invefligationem 
propofitam pofteriori modo aggredi; uti uno alterove exemplo offendam. 


§. 206. Problema. Omnibus uti in §. aoa. pofitis , quaeritur figura 
. ■ A'B' , cujus area per perimetrum ...A' divifa prae* 

beat quotum omnium maximum. 


Erit 


Pars quaelibet axis PP‘ dicatur b. 


ideo 


b(a 4 2IJ 4 ay ' '4 ay*4 2,y“4 2y'"+ . . . 4 °) 
a4 z 4»' 4 z 4 af 4 


maximo. 


Hinc 
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- <£+* + £+sr+£' + --) 


= (o+ 2 ^+ 2 ^'+a/+ 2 j/’+ 2 y +. ..) [^(cof.Af’AfP— cof.Af.4J3) 

+ ^'(cof. M*M 'p '— co f. Af 'M P) 
av 

+&(coLm'm"p’--coLm'm'p') 

au 

4-‘^-(cof.Af , 'M , p'— cof.Af'M'p") 



+ ^ (co f Af 'Af — camuWp") 

+ - - - - - 

+ ] 

Omnes quantitates mutabiles fiant fimul conflantes, una excepta: erit 

x+z + *+»+* >t t — = co(.M'MP-coUL1B 
o+2v+2y +2y + 2 y +2y + . .. 

= cof. Af’Ai 'P ' — cof. M'M P 
= cof. M"M p " — cof. M' M 'p' 

= cof. M"m“P~ — cof. M‘M *P* 


3»? 


Quare pro vertice quolibet AI duobus verticibus 'ai, m' interjacente eflf 

cof.M MP — cof. M'M'P = — t- t“— 

o+2y+2i/ +2 y +2 y +iy -r... 

JEquatio haec locum habet, quicunque fit numerus laterum figurae. Axis igi- 
tur BB' dividatur in partes quotcunque aequales, quarum quaelibet fit Ax: erit 

cof.M'MP — cof.M'M'P a+a‘+a'+*“+a ,, + ...' 

etiam — - = — — — - — r , — r . — =- — r- Quare &prio- 

Ax . &x(a+2y+2y +2y +2y +iy 

ris quantitatis limes aequalis efl limiti poflerioris: unde in curva, propofita 

Qq a maxi- 
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ddy 

j _ j p 

maximi proprietate praedita, eft (§. 192. Obf. 3.) — ^ a = — (denotantibus P 

(di) 

& S perimetrum & arcum figura:). Proinde >in curva propofita radius curva- 
turae eft conftans; ideoque haec curva eft circumferentia circuli. 

jfltcrum extmplum. Sit S punftum aliquod in A axe BB' producto , per quod 
ducatur refta ipfi BB' perpendicularis ; requiritur, ut centrum gravitatis peri- 
metri ... fit refpectu hujus perpendicularis omnium maxime 


depreflum. 

Diftantiae SB, SP, SP, SP", SP", SP\ .... vocentur refpeftive 

Erit ideo ^ > t + • • • = maximo. 

Compendii caufa numerator & denominator hujus fra&ionis vocentur M & P 
refpective. 

Erit +(rV)Ji+ . . .) 

ntj Qy ntr nu n 11 


dv 

--<£+ 


dv 


'dv 


d£ , da* , da* d^' , -v 
dv ‘ dv dv dv dv ’ V 


feu P(^((W-t)cof. vtAA - (c+f ' )cof. P 'M M) 


- cofif Va#) 


-f ^.((c+c^cof.fArW- (r '+f')cof.|>'AiV) 

+ ^-((< '+r")cof. p'm‘m '- (c'+t*)cof.P Af' 'm) 

+ cof. P‘mm- (‘”+0 cof .PMM) 

dv 

+ 

-f 


+ {ctf.PMM- Coti* Vm' ) 
dv 

+ ^ (cof. p ' mm- cof. PMM) 

+^(cof >¥«'• cof .p‘mm~) 
dv 

+ 

+ - - - 


Omnes quantitates mutabiles y, y‘, y, y~, y ". . . fiant fnnul conflantes praeter 
unam: erit pro vertice quolibet M, cui refpondet abfcilfa x, dc qui vertices 
Inter M, M' jacet, 


P({2X 


t 
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P((w-Ax)cof.PM'M-(2Jt+Ajr)cof.P'M'M) = M(co£PM'M-cof.P’M'M); 


ideoque 


P(2» C0f ~ PMM ' C — PM - M -(^fPM , M+rof.P'M'M)) =M C ?f™ -^ C ? f ~ P ' M ' M ; 


Ax 

unde & limites funt inter fe aequales , nempe 
ddy dd y 

„/ dx 5 , djT\ „ dx* 

- ( 1 ? 


Igitur 


2P*% 

da 

dy 

Sz 


= «C c +|) 

_ MC 
zPx-M 


Unde 


ds 


MC 


v^px-My-MMccy 
Obfervatio. In duobus his exemplis maximi minimive proprietas intra li- 
mites datos continetur, atque ad partem tantum curvae inter punfta data A &c ' 

A comprehenfam pertinet. Quoti fcilicet quatenus curva intra hos li- 

mites continetur, tanquam immmutati fpeftantur. 

§. 307. Figura propofita, five reftilinea, fivecurvilinCa, referatur ad pun* 
ftum aliquod tanquam focum, Inveftigatio maximi minimive eodem fere modo 
inftituitur. , • 

Problema. Sit S punftum pofitione datum; pofitione pariter dentur duo Flg.fe. 
punfta A & A. Centro S radiis SA, SA defcribantur circuli , qui reftae cui- 
cunque per S duftae in B & B' occurrant. Centro S, radio quolibet SP inter 
SB, SB' medio, defcribatur circulus. Sint F, F* coiflicientes magnitudine 
dati. In circumferentia radii SP afiignandura fit M punftum fic, ut fumraa 
FxAM-\- F'xAm fit omnium minima. 

Sint SA=t>, SA-a, SM=b, ASM=y, A'SM'~y\ AM=z, AM=z\ 

Erit ideo Fx z + Fxz = minimo ; 

.da , ,j_da' 


hinc fx^+i^x^ -o. 
dv dv 


Qq 3 


Atqui 
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. zz = on — ~ yti tof.y -f- M. 


Atqui , , 


jV =a a 'a' — aa'6cof.y' + W* 


ideoque 


ds 

du 

ds' 

di/ 


ab fin.y 


dy 

du 


afin.S^-M 


dy 


z dv 

o^fin.y'^- j • 

, d " = bCm.SMA'^-. 
? dv 


Quare ^Xafin^^x^ + F' x bCm.SMJy.QL = o. 

du cu> 


Sed y + y' = = dato; ergo = °- Proinde F * °Lm.SAM = 

FxbCm.SMA'. 

rig.63. Refta 35’ dividatur in partes quotcunque squales in punftis P, P, F, 
F, P\ . . Centro S, radiis SP, SP\ SP\ SP ", SP ". . . defcribantur cuculi; 
firit F, P, F, F”, P\ . . totidem col-fticientes dati. Ut fumroa 
FxAM + Fx MM' + Fx M'M’ + F’x M’JVT + F'x M"M"+ ... fit omnium 
minima, debet ’effe F X Syl fia-S^M = F‘xSMCin.SMM 

e= /xSM'fin.5My 
„ = Fx SM " fin.5MAf' 

a= F"x.SM* fin.SM^M" ■ 


Hinc pro vertice quolibet M, duos inter M, M pofito, eft FX SM X fm.5AfM 
quantitas conftans. 

Ab foco S concipiatur afta SQ ipfi MM perpendicularis: erit FxSQ quan- 
titas conflans. 

Quoniam FxSMxCin.SMM' eft quantitas conftans; limes etiam quantitatis 
hujus eft quantitas conftans: proinde, aufto partium numero, in curva, quae 
limes eft figurae- reftilineae AMMMM' . . . per M dufta tangente MT, in quam 
demittatur perpendiculum £Q, eft Fx SMCm.SMT = FxSQ quantitas con- 
ftans. 

Pofito igitur ~ — denotante <p* funftionem aliquam diftantiae FM: 

dx d* 
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curva, in qua Z eft minima, ea e(l , ad quam <px x S.W fin.SVlfT, feu <px x 
eft quantitas conflans. 

Scholium. Exemplum hoc refertur ad minimum quoddam , quod in motu 
projeftilium circa centrum aliquod revolutorum locum habet. Nempe quoties- 
cunque velocitas horum projeftilium eft funftio aliqua diflantiae eorum a centro 
revolutionis, quae dicatur V : fafto eft Z in curva deCcripta omnium 

dx dx v 

minimum. Etenim Fx SQ eft quantitas conflans per legem arearum a Rep- 
lero deteftam, & a Newtono demonftratam. (Vid. Euleri Methodus inve- 
niendi lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes . Additamentum 2.) 

§. 208. In exemplo praecedente ponebam , radios veftores aequalibus dif- 
ferentiis crefcere. lnveftigatio minimi -f 11 e0l ^ em m °d°» polito angulos ad fo- 
cum aequalibus differentiis variare. — — 

Angulus conflans ASM dicatur*; & debeat effe Fz+F'z '+F"z -h» Fig.64. 

maxima 
omnium minima - 

Hinc F~ + F^. + F "* 1 + F -f F^! + . = o. 

av do di/ do . . do - s 

Radii SA, SM, SM\ Sfif, SM*, SM" . . . 

dicantur o, y , y 1 , y", y", y” . . . . refpeftive. 

Quoniam zz — aa fm. a *-Ky - a cof.a) 1 fit ^ cof. SMA 

do do 


« V=yy fin. a *+(y '-y cof.*) 1 


coLSM‘M - ^coC(*+SM'M) 


»V=y'y'fin. 1 *+ (y -y'cof*)‘ ^ ca(.SM*M '- ^ cof. (a+SM ’M) 


*V=y‘ y ’fm. 9 «4- (y ' - y cof.*) * ^1=^ coiSM’M- cof. 

do do do ' 

aa=yVim. 2 *-Ky'-ycof;«)» Jcof.Mfitf'-- A JLcoI.(*+sm"aO 


do do 
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unde ^ (FqolSMAr-fcoUa+SM ^ ) . 

dV 

+ ^'(Ecof.SAf ' jV— Fcot(*+SM°M') ) 

+ ^(F^oLSAftf—FMtia+SMM")) 

+ —-(F^coLSM M" — F’coi(a+SM"M ") ) 

dw . 

+ ■ - - - - 

Omnes quantitates mutabiles y, y' , y , y* > s' ' • • • finaul conflantes, una 
excepta: erit pro vertice quolibet M, duobus M, M interjacente, 
Fcof.SM'M = fW.(«+SM’M) => — /W.SMM‘. 

Exemplum. Sit F= E=: F° = F"= E'...: erit F,pof.SM’M= — Fcof.SMM'; 
ideoque cof.SM'M a — coCSMM'; SMM'= i8o°-SM'M: proinde punfta ‘M, 
M, M' jacent in direflum ; & tota via AMM' M‘ M“ . . . efl linea refta. 

Dividatur angulus AFA in partes quotcunque invicem aequales, quarum 

quaevis dicatur Ax; & fit F' quantitas mutabilis ab x dependens, ita ut fit 
A* d F Ax 2 ddF ' 

rar 

Erit -Fcof.SM'M 
unde 




,n ,Ax dP.Ax 2 ddF, 

X — • T + ' 

i dx 1.2 dx* 


.)cof.(*+SM'M); 

/’(cof.SM'M-cof.(*+SM'M)) = +...)cof.(«-|-SM'M) 

jp cof.SM'M -cof.(«+SMM) = V oC(<t+SM - M) . 

Ak vdx i.2 dx* 1.2.3 ^x 7 * 

Quare & membrorum aequationis hujus limites funt invicem aequales; nempe 

d * = dF dy . - • 

dx dx d*’ 

unde + F -& ” ° 


dx ds 
jpdy 
d z 
dy 


Ex aequatione g 


C. Itaque res ad calculum integralem femper 
reducitur. 

C 

dy Y\FF- CCyy) 


C d* 

— deducitur ~ — 
F 


. 8-ifristt' e-is* 


> • 


i}i 

§. 209. Transeo ad exempla, quibus faflor F elt funftio aliqua ordina-’ 
tarum- , 

. Problema. Omnibus uti §. 202! politis, quaeritur fumma . 

«c^+^C^H^Cy^+^V) + . . • = Si°- 

Erit ideo ^(a+s4{9+y)coCPJ^Wy+y')co[ \F'JU'M) *• Fig ' 6l- 

+ fj£ («'dV-Ky+y 1 ) cof.P’iIf 'JK-Cy V) “ f - A"iO 

+ ^(*'+*'+<y V) cof-^jrjr-Cy V) cof^m ’ 

’ € 

+ ^L( a --f*'!Ky*+y*) cof^jnif'— (y”-+y^ cof.par Jf *) ^ . 

- .~ • ~ l * ' ^**^*^*"* ' ■ • 

+ • * “ * 

Omnes quantitates mutabiles y, y', y*, y”, y"; . . fiant fimul conflantes, 

una excepta : «erit pro vertice quolibet U , inter duos vertices 'M, M‘ compre- 

henfo, ^ (s+z‘+('y+y) cof.PM'M— (y+y) cotP'M'M) = o. 

.. . 1 Ax dy , Ax* ddy Ax 3 d 5 y . 

Atqui y =y -f + -j-f — ■- j -r + • • ■ 

3 * 1 dx 1.2 dx 3 1.2.3 dx 3 

V = y + ^.^-f^. dd * + ^-.^-f ... 

? " 1 di t i.j dx 3 3 1.2.3 dx 5 

Igitur s+*'+2y(cor.PM'M— cof.P'M'M)— ^.^(cof.PM , M+cof.P'M'M) . ' 

+^ 2 ?.^ (cof.PM 'M — cof.P'M 'M) * 0. ‘ 

1.2 dx 3 

• ' 

Proinde & limes femiflis hujus quantitatis eft zero; nempe 
iiy • ddy 

_, ^"E'S“ 0 ' fe “£ -, 7^ =0: id ' oque • 

W . Ax V3i^ 

dy iiy 

— yxH-. d1 , 3 a 0; dr = C; ~ *= — . Unde res ad calculum integralem 
(£>* £ ** y revocatur. 

R t 


Sit 
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Sit nempe — = r— : funftio Z fit omnium maxima, quando 

dx cU . - d* y 

Generatim. Sit s(<ta+(py)4-s '+tyy+z($y’-¥W )+. . .=maxkno. 
Erit ^ ( 7 ry(a+ 3 ') + ($a+<py) cof. PM {M — (<py+®y*) cof.P 'M JIT) 

QV 

+ jj!L (7ryXz'+z) + (Wj-w') cof. P 'M'M~(jpy'^y)coLP'M "Af ') 

+ ^(*/(*'+0+(«y' '+w’)cot.P°M"M'— (qy+W)™tP' M M) 

dv . «= Ci 

t 

+ ^(?»yT(*"4-*")+ (^"-ffy^cofPirtf'!®— («py-f^y*’) cof.P 

+ - - 

+, * * * - 

Hinc pofitis omnibus quantitatibus mutabilibus y, y 1 , y", y", y", y". .. fimul 

conflantibus, praeter unam, fit pro vertice quolibet M, duobus 'M, M' inter» 

jacente , yry(z+z ') + (® 'y-hpy) cof. PM 'M — (py-hty') cof.P 'M'M *= 0 . 

. ^ . • _ Ax dy Ax* d*®y . 

Atqui 

1 . Ax dv . Ax 1 d a ®v , 

«-«+ 7 .*» £ + — 

Ergo 


^s(~') + — wy^(cof.PM'M+cof.P'M , M) 


+ ^^(pof.PM 'M — cof.P 'M'M) 


0. 


Unde & limes dimidiae liujus quantitatis =o; nempe 

ddy . 

ds dv ds 

•ny — ■ — ®y-S — , *— 7Ty— i. __ s; 0 


dx 

dx 


ddy 

t _ dx* ■*_ 

Vdx> 


?»y 
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dv 


Ax ^..d x da?» 

** dT 73^ 
Ji . W> 


dx £ 

tandemque <py^ = C, & ^ •“ ^ 

In curva igTtur, ad quam eft g = |*y, Z eft omnium maxima, quando 
d* C 

— - . ®3 — — — • 

(b W - 

• §. 310 . Iqveftigatio eodem modo inftituitur in curvis ad focum aliquem 

relatis. 

Sint nempe j, y*7 f7 T7 qu^ mter angulus con- 
flans * comprehenditur ; & debeat e(Te 

* (<P«4^y) + *‘(<Py+W) + *’(<Py ’+<W") + + * (W+W ) + ••• = max. 
Erit (wyCa+a') + (<P«-H>y) colSMA—isy+Qy) cof .(tt+SH 'M)) . 

+ V (^* +*' J+foy+ty) coLSM'M-(w '+<py‘i cot(a+SM‘M ') ) 
do 

+ (wy cof.SJIftHMw +w”) c 0 r.(cri-flH"«*)) 
do . 

dy 

■+ - 

+ - - 

Unde pro quolibet vertice M, duos inter 'M, M‘ comprehenfo, eft 
7 ry (*+*') + (?>'y+$y) cof.SM'M — tay+W) cof.SM'M) = o. 

^(^i , H^cof.SM'U-cor.(*+SMW-^.5>»^CcoCSM'H+cof.(w-SM i M) 

'.■■■ +!££?{. • • • • 

i.a cu* 

a i • • ■ ■ * 


= o. 


) 


Rr a 


Ideo- 
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Ideoque etiam . 

^X S ~ + ^ COi:SM ' M ~AT f ' Ctt - +S - M) "- 7r y^ cof - s ^'M+cof.»-fSM'M) 

T ud** 1 * 

Ideo !c limes quantitatis hujus eft zero. 

Atqui ' lim c °f- SM 'M -cof.(a-(-SM M) _ ~ d dz _ 

’ ' Ax 


„ f&z dv dy\ , „ 

&go - d/j J + «' 


— d.^ 
<i. 

dx 

1 ddy 


(D 3 


<£>' 


+ w 

dx 


Ce) s 


dy ( , dyN 3 _ v d y.!Mi: 


* dx. . 

^y-ar + w 

dx 




: .O 


Unde - C, & — = y « fin .FMT. 


Ii 


<py y dz 


f *K- 65 


Hafienus difta pertinent ad methodum min^i^rurn 1 a ^^°' utam > ^ eu eam ' 
jn qua curvis aut figuris propofitis nulla proprietas communis tribuitur. Transep 
ad exempla, quibus non inter omnes abfolute figuras vel curvas, fed eas inter, 
quae data quadam proprietate communi gaudeant, quaeritur figura vel curva, 

n-Hrni' P ro P r ^ etate a ^4 Qa praedita. • . 

§. 21 1. Problema. Sint A, A duo punfta pofitione data, relata ad re- 
tiam BB' per demifla in eam perpendicula AB, AB\ Axi BB\ in tres partes 
aquales divifo in punftis P, P\ perpendiculares in his punftis conftituantur 
tcase PM, PM\ Quaeruntur earum punfta M & JA : ut fumma reftarum 
AV , MM' , m' A detur magnitudine; & fpatium BAIjfM'B'A fit omnium ma- 
ximum. 

Sint 
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AB=a, = BPsb, MP^y, M'P = y', AM-Z f MM'=x\ 


Sint 
JH'A' a 

_. .. * + *'+»’ = dato- r 

Erit ideo . ■ i. *. . ‘ eu , 

4(<H- ay+ay +o ) = maximo y + y 

dz , da' , ds' * 

Hlnc HD + cb + di7 =° 


s+ »'+*" = dato 

3 maximo. 


dy . dy' 
dv T dv 
da _ dy ( 


o. 


Atqui = ~ cof .MAB . - 
1 dv dv 


= — 3 ? cof.^‘M'p'. 
dv Au 1 •- 

Proinde $ (cof. AMB— cof. M'3fP) + (cof. Ar'jtfP-coU ‘.M 'p ' ) = o 

dy * ClV 


dy + _ 


dv 

=3 o. 


dv 1 dv 

Hinc cof.MztB — cof .M'MP = cof .M‘MP — cof .a'm'p'. 

• • a * ’ — | 

Dividatur axis BB in partes quotcunque aequales, q Ciarum quaevis dica- Fig.fir. 
tur Ax, in P, p' , P*, p’, P". . . punftis; ex quibus agantur reftae ipfi BB' 
perpendiculares. Summa z + a’+ a” + a*+ a"+ ... magnitudine data; maxi- 
ma eft famma Ax(a+2y + 2y'+%y"+2y m +2y "'+ .. .), quando 
cof. MAB—cof.M MP = cof. M'M P — cof.AfVp’ 

= cof.M^MP — M M* P* ' 

= CoUfrfV- — cof.MAi'?" 

Pro quolibet igitur vertice M, duos inter ‘M, M'po/ito, eft cof.M'M'P— cof.M'ATP 

quantitas conftans, manente Ax eadem ; proinde & cof. pariter- 

Ax 


ddy 

d*» 


que iimes ejus, hoc eft (§. 192. Obf. 3.), eft quantitas conftans. Quare 

• Adi) 


Rr 3 


inter 
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inter curvas, data perimetro terminatas, ea maximam comprehendit aream , 
cujus radius curvaturae efl datae magnitudinis; ac proinde curva haec e fi cir- 
cumferentia circuli, uti methodo mere dementari demonftrari potefL 
_d 6y 

Quoniam efl 

>da:' 

~ ^ = Cm.PMT. 

' <U c 

Hinc deducitur ^ x = C~rtCC- (C+y)*): unde 

CC =3 (C'—xy +(C?—yy , quae eft etiam aequatio circumferentis circuli. 

§. 212. Problema. Perimetro AMM a' magnitudine data; requiritur, ut 
folidum gyratione figurs BAMM‘a'b' circa axem BB' genitum iit. omnium 


dy diy 

1 dy i. •• I C+y 
= dV c ; *“* S : c 5 * 

<i* i, . 


maximum. . . . ' . . 

Erit ideo z + z' + z’ = dato 


(a«+*y-tyy )+(yy+yy '+y 'y ')Hy V '+y ' a '+« ' a ') ) = maximo 


z + a' + z" 

. = dato 

ay-hduy+yy'+ 2 i/'y'+y'a' 

dz . dz* , dz* 

di+ar+j;- 

= maximo. 
= 0 

^(cor. MAS -coUf JHP) 

, du 

feu , 

+ d X(coOtf Jf5- cof. A'M'P') 
•do , 

= o 


* i 


coLMAB-coLM'MP cof. M'MP— Cpf.AMP' 

Quare — — “ - ■ ■ ,+*■+? 


Dividatur axis 55 ' in partes quotcunque squales in P, P, P r , P", B ... 
punais: erit pro dato partium numero, & pro vertice quolibet M, duos inter 

'M, M' comprehenfo, cof.M^-cof . M 1 ^ quan titas conltans; 'proinde & 
r y+ 4 *+* 


auan- 
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quantitas c f ' M — , pariterque ejus lunes eft quantitas conftans. 
H a*(*+ 4 ?+ 2 ) 

Atqui limes hic eft -^-3 x^r. In curva igitur longitudine data, quas circa 
(di) - 

d Ay 

axem BB' rotata maximum generat- folidum, eft 7^-3 X— quaedam quantitas 

.. . . / \rJ y 

conftans; feu reftangulum fub refla axi huic ordinatim applicafa & fub radio 
curvaturae femper eft idem: 

**Z. dy 
ctx» 12 . dx dx* J 

Slt 7 di\* x 7 “r=- ent 


dx 


/,i'iN5 x « ~CC ' ““ cc 

XSiJ . . _ 


hinc 


— » C ' C ~W _ dx 


ii CC 

dx 


d« 


fm.pm. 


Unde res ad calculum integralem reducitur. 

Scholium. Curva problemate hoc determinata dicitur elaJHca. 

§.213. Generatim. Sit xW+V+a"+a;"+ ... magnitudine data; * 
& fumma (ipa+$y)+(;py 4 -<p«/)-t-(ipy +<^y )+($</-hf>y ) + . . . 
feu fumma <ty + <Fj‘ + Pj‘ + + <fy"+... debeat elfe omnium maxima. 


- . d* , dz , da* . dz" , dz’ 

&lt ST + ST + a? + & + dJT + ' 


HtT du 


— O 


Unde A y(colPMA-cotPM'M) 
au 

+ *£<cq{.Pm'M- ctf.P r M’M ') 

di > 

+ A JL(cotP"M'Jlf-coLP'M m M‘) = o 

de 

+ ^'(cof.J^iT^ - coLFM"M") 

•f " m m m H • 


Omnes 


# 
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r 

Omnes quantitates mutabiles y, y', y’, y" y'. . , fiant fimul conflantes, praeter 
duas. Erit cof.PATA-cof.P'M'M = cof!P'M'M-coi.P , M , M‘ 

7ry 

cof.P*M*M T-cpf.PTM“M' 

m 

■ny 


ny 


. cof.P"M'“M‘'— cof.P"M‘ , M* 

sjf 


Hinc pro vertite quolibet M, duobus 'M, M* interjacente, efl 


cof.PM 'AT— cof.P 'M 'M 


quantitas 


7Ty 

cof.PM’M~cof.P M 'M 


quantitas conflans, a quantitate pendens; proinde & 


A&y 


, pariterquc linies ejus, nempe -j x ~ — efl 

. . Cui) "J 


bx.ny 

quantitas conllans C. 

dy ddy _ 

ideeque £ = C'+C<py; feu * C'+ Opy « fia.PJff7: Unde res ad calculum 
G da 

integralem reducitur. 

In curva igitur, cujus perimeter magnitudine datur, fi fuerit — = ay; 

d* 

funftio- Z fit omnium maxima , quando radius curvaturae efl in ratione inverfa 

quantitatis -ny feu feu quando fin ,PMT= — = C'+ CW. 

. d* da 

§• 214. Omnibus uti §. an. pofitis, requiritur, ut momentum figurae 
BAMM A B refpeftu lineae DD' ipfi BB' perpendicularis fit omnium maximum. 
Sint AD, JD , jWQ, MQ jpfi perpendiculares. 

Lemma. Momentum trapezii BAMP refpeftu reftae DD', lateribus ejus AB, 
JUP parallelae , proportionale efl fummae (AB(2AO+MQJ+JltP( 2 MCl-i-AD)) BP. 
Sint AD =s b, A'D' = b' , MQ = c, JH’Q' = 

Igitur z + z + z = dato 
l >(.2l’+c)+y(2t+l’)+y(2c+e , ')+y'(2t'+f)+y'(2t'+b , )W(2b'+*) <= maximo, 
feu y(b+4c+c')+yXc+ ¥ '+b') = max. 

Hinc 
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Hinc ^(cof.PMA — cof.P'M'M) + “(cof. P “M ‘M — cof. B A 'M') 
^(6 + 4 * + 0 


dv 

+ ^+4*'+»’) 


o. 


T j cof.PM A— cof.P 'M 'M cof.P'M'M— cor.B'A'M' 

Ideoque — - — — i — — i , • 

£+4*+* t+4 c +b 

Hinc axe BB' divifo in partes quotcunque aequales, quarum quaelibet fit 
Ajt; & pofita SP= x: erit pro vertice quolibet M, duos inter 'M, M' fito, 
cof.PMM— cofPM^M qilMtitas conftjl]s . ^ cof-PMM— cof.PMM 


6xAx 


xhx 


AAy 

Ax~ 


atque ejus limes elt quaedam conflans, nempe - d - j = C: ac proinde diffi 


cultas curvam propofitam determinandi pendet ab imperfeftione calculi inte» 
gralis. 

Eadem difficultas fe offert: fi, data perimetro, fuerit ^ — = Fx x <py ; & 

AAy 

, , JJJ 

debeat effe Z omnium maxima. Erit enim , iz 3 - 


J K£)> 


C, feu 


:= CF x 7ry , cujus integratio in terminis finitis defideratur. 

(di) 

§. 215. Quodfi figurae, five rectilineae , five curvilineae, ad punftum ali- 
quod referuntur; modus procedendi non erit multum diverfus. 

Sit S focus, ad quem figura refertur per radios vectores SA, SM, SAl‘, Fig.64. 
5M*, SM". . . Data perimetro AMM'm"m’ . . . figura SAMM M f M' ... de- 
beat effe omnium maxima. Sint anguli ASM, MSM' , MSM’ , m‘SM*. . . 
invicem aequales ,* qui dicantur «. 

Erit z + z' + z’ + z“ + z’ + . . . = dato 
fm.a(ny+ry‘+yy+yV"+y>"'+. . . = maximo. 

S s fe» 
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N 

feu ^ (co(.SMsl—co{.(a+SM'M ) ) 
du 

+ ^ (ctf.SJtfM-colte+SAf M 1 ) ) 

dv 

+ *L(cof.MT'Af '-cof.(a+Sdf M ") ) 

du 

+ ^(cof.UOf— cof/a+^riT)) 
. at; 


Item ^(a+y ') + ^-(y+^ ') + ^| ( y '-H/') + -^ ( + . . . = o 

Omnibus igitur quantitatibus mutabilibus y, y' , y“, y", y‘\ . . praeter duas, 

.olitis conflantibus, fit coC-SJU^coU^SJITM) = co^-^C^jQ 

• a+y y+y 

colSMW- co f.(a+SJU'M’) 

— [— ! > 

y +y 

_ co[.SM'M - cat(a+SM'’M') 

— — irr ~ r. 

» +y 

Quare pro vertice quovis jt/, duos inter M, Jll' jacente , fit 

cotSMM coL(&x+sM _ n J) q uaQ ^ tas con q ans; proinde & limes quantitatis 
A*(y+y) 

i 

hujus duplae conflans ell, nempe 7d£\i C' cu ' aquationi fa- 


tisfacit circumferentia circuli (§. iq6 .)- 

§. 216. Generatim fit * + a 1 + *" + *" + *”+... a dato 

, , w+w' + W +W m +w"+-' • - maximo. 
Fit c - °— ^ ^ = C; & limes hujus quantitatis, nempe 

*’+»(&-*& „ .y(w+»dP^) „ • 

- = C; & -t ~- 1 = Cirtf. 


£Y 


O’ 


Proinde radius curvaturae eft in ratione direfta radii veftoris, & inverfa fun- 
ftionis 7ry. y §. 217. 
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§. 117. Curva referatur ad aliquem axem per coordinatas reftilineas; & 
proponantur duae aequationes 

zFy + zFy'+zFy’+zTy“-irz'Fy" + . . . s= dato 
®y d* $y' d" <Py d - ?y d* ?y d - • • • — maximo. 

erit ^(s/yd-^ cof.PJf 'M-^Fy'coLP'M 'Jlf) 

+ (a/y’ + Fy'coLP'M'M—Fy‘colP’M 'M') 

do s= 0 

+ (aTy* d- fycot.PWM^Fy coiPM "M 

dt/ 

+ (a7y*d- Fy‘coU?M m M’—ry"c borar»' •>-■— 

Qt; * — 

d- * 

Et fimul J}v y + |.V+J . Vd-g-.Tr/ + . . . = o 
IIinc fit s^y+ Jy cof.PM 'M — jy'P'W'M = c 

• 7Ty 

.. • „ 1 E* 1 J.A* 1 d*ft r , b* z A- 

Atqui Fy =Fy+—fy+ — __ + __ -^ + 

^4-F y (cof.PM , M-cof.P , M'M)-/y d ^cof.P'M'M-^ : ^^cof.P’M'M- ... 


Fig.6r. 


Quare 


= C. 


7Ty 


Quare & limes hujus quantitatis eft quantitas conftans : unde fit 
dd y 


% 


r r £-Fri£r, = c * y 

dx 

d y iy ddy 

r _ dx'd^> _ CltyM 
*¥' dx ** /iis* * dx 

' Sx vdxx 

fr-£ - c ' +c «* 

dx 


dx 

ds 


C+Q>y _ \jflT' Unde res ad calculum in- 
Fy tegralem redit. 

Ss a Sit 
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Sit nempe Z funflio aliqua communis ejusmodi, ut — = ^?Fy; 

■ | «I 

et fit Z' alia quaedam fimftio talis, ut 2— ea <py: 

Funftio Z' fit omnium maxima , quando — - = — . ■■ ■. 

ds Fy 

Exemplum primum. Superficies folidi rotatione curvae alicujus circa axem 
BB' geniti detur magnitudine ; & area curvae genitricis debeat efle omnium 
maxima. 

dZ _ d* 

Erit : hinc ~r~ — 5 quae eft aequatio ad lineam reftam 

dZ az y r r* x 

— = y J cafu , quo C = o. 

Exemplum fecundum . Superficies folidi rotatione curvae alicujus circa axem 
BB' geniti detur magnitudine; & capacitas folidi debeat effe omnium maxima. 
AZ = yi* 

Erit ^ ~ i ^ ; quae eft aequatio ad circumferentiam cir- 
ri^. = uu y culi cafu , quo C 1 — o. 

d* 

§. 218. Problema. Inter figuras ejusdem perimetri eam determinare, 
cujus centrum gravitatis fit omnium maxime depreffum refpeftu alicujus reftae 
axi ejus perpendicularis. 

Itaque eft z 4- z + z° + z" + z’+ . . . = dato 

3 W_ a(2b+c)^(l^^c+c')^'(c+^'+c' , )+ ! /"(c'+^c‘+c')+ijXc‘+^'''+c'’) + . 

5 a + zy + ay' + 2y’ + 2y" + ay" + . . . . 

Unde te + ^ + p- + <k- + &’ + 

av at; at; du at/ 


. =3 O 


-“<£ + £ + g+3f+-0 


Hinc 


J 
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Hinc (cof. PMA— cof.P 'M 'M ) 

do 

4- ^L(cotPM'M-coLPWM') 
do 

4 - ^(cotPMW-coLPWM") 

do 

4- ^■icoLF r M’M , -cai.P'M"U‘\ 
do 


w . cof.PM'M— cof.PMM n 

~ t V 4 .^ ' )- tir ~ c 

cof.PiVl'M— cof.PMM y 

pariterque ltan. - =r-Q~fe u - = C^Sx—M ') ; • 

S ( JL+4JH--X')— 6M (^) “ 

unde % = C QSxx—Mi — C'). 

Hoc exemplo ad curvam translato, fit — = ^,^— = xy, ^ = y : & po- 

d Ay 

fita Z magnitudine data, ~ fit omnium maxima , quando-^ = C. 

5 ' (di) (***> 

Eodem modo traftari poliunt aliae formulae, quibus fit — = maxima, 

eofitis “* • Sed imperfefta calculi integralis conditio obftat , quo- 

* dS 


d7 =<P * 


minus inde poffit determinatio curvae deduci. 

- 1 • 

§. aiQ. Problma. Magnitudine detur peri meter fed Fig. 6r. 

centrum gravitatis ejus refpeftu alicujus reftae axi BB' perpendicularis debeat 
ede omnium maxime deprellum. 

E(l ideo z 4- a' 4- z’ 4- s" + a" 4- ... = dato 

a(i40 4- * («4-r ‘>4- *’(< +0 + apV) 4* . • . = maximo, 
da . da' da' , da" , da" 

do do do do do 


Ss s 


4y 
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d -'(cof PMA - cof. p ‘m'm) 

+ ^-(cof. P 'mm- cof. p‘m m') 

(cof. p’mm- co ie m AiJuf=b ; 
+ (cof. PMM - cof. 


^ ( (H<) cof. PAT4 - (f+r l )cof.|* , A* , «) 

+ ^•(( < +* )cof. P 'm'm- (cV^cof.pVAf 1 ) 

+ ^(( f, + < V°fi , VM , -(«*+f")c o f.i»’wV) = o. 

+ ^ C(«"+f”)cof.? jiV- (f T-f ‘>of.yk , Af’) 

+ - - - 


Omnes quantitates mutabiles y, y 1 , y’, y", y". . . fiant iimul conflantes, 
duabus exceptis: erit pro vertice quolibet M, duos inter 'M, M*fito, 
cof.PM 'M— co£P'M'M ‘ ‘ 

(W^cof.PM l M-(^'jcoCPM , M qUantltaS C ° nftanS ab ** P endens ’ feu 
cof. PM 'M— cof. P 'M 'M 

2x(cof.PM\Vl— cof.PM 'M) — S(cot PM'M+cof.P'M'M) 6 quantitas conftans: 
cof.PM 'M— cof P'M'M 


proinde 


nx 


^cof^_M— cof -(cof.PM 'M+coCP 'M 'M) aC 


unde & limes hujus quantitatis, nempe 

ddy 


d x > 
rdzV 


/ di' y 

*dx/;, 

_ddy 

”~ dz 


c’ 


ddy ddy 


dv dx 

S = c 

$ = — L = cofPiifr 

ds x-C 
dy = C' 

dx r((x-c)’-c'c'y 


Hoc 
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dZ _ dz 

Hoc exemplo ad curvam translato, efl 

* AZ_ dz , 

Ax "'dx ' 

et pofita Z magnitudine data, Z' fit omnium maxima, quando ~ = 

<h x-C 

Exemplum hoc refertur ad curvam tatenariam diftam. 

• 

§. 230. Exempla hactenus propofita fuflficiunt, ut tirones videant, quo- 
modo quaeftiones illis fimiles , quae evolutae fuerunt, ad principia limitum pof- 
fint reduci; & ut intelligant, methodos a mathematicis huic quaeftionum ge- 
neri folvendo applicatas fpeftari debere tanquam compendia, folutioni brevius, 
confequendae apta. Quoniam autem methodi hae admodum funt generales, & 

iis quoque fundHonibus applicantur, qurV-ffflH mi i iliffini im i ili , or _ 

dinum involvunt; quaedam adhuc exempla facillima explicabo, quae fecundi al- 
tiorumve ordinum exponentes attingunt. 

Sit = (^J; & quaeratur funftio Z talis, ut fit omnium maxima. 


Quoniam ^ = lim.^; 


fiat Z' = (y- ay+y> 

Eri. 

+ (y-2y'+y> 


+ (y'-2y'+y“) n 


+ (y-2y"+y> 


+ - - - 

+ 

+ • 

+ 


Hinc omnibus quantitatibus mutabilibus 'y, y, y, f , y", y'\ . . faftis fimul 
conflantibus, una excepta; fit pro quantitate quacunque mutabili y, inter quan- 
titates y, y' media, (y - syhy V" 1 - 2 (y - ay '+y*) 0 “ 1 + (y iy+ y m f l = o. 


Fiant 


l 
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Fiant (y—iy 4-y’)** 1 = Q 


(y iy'+y") “- 1 — Q: erit A'Q = o; unde ^L^ = o, & quantitatis hujus 

(y*‘ — 2^*+y") n_I = Q‘ _ 

limes, nempe = o : unde ^ = C N_I ; Q=C N “*+C ,, ->* = , & 

ddy a = (C'N+CN-ix) n '‘j ^ = f+— (C^K^*) 53 * ' 


cU 3 


d* 


an-i 


y = *’+«+ Ili . (C'«+-CN-i *) " ‘ , 

J n 28-1 


B-I 8-1 

n 28-] 

Proinde pofito ^ = ( dd, ')°, fit if omnium maximum , fi fuerit 

B-I B-I rr f. 


IB-t • 


» 28-1 


Eodem modo, fi fit ~ V: erit 

dx ma s ' 

8-1 B-J^ i 

~n ' 2B*^i ' 3 

Unde lex manifefla eft pro quolibet exponente difiercntiali. 


3n-l 


y = /+/x+to*+!l*. "’1 . ”lL(C , N+C' N -x+'<rH-«x 3 ) » «. 

' 8 28-^1 3B-I 


Caput vicesimum primum. 

Delineatio fuccinfita applicationis calculi differentiatis et integralis 

ad pbyficanu 

§• 221 . 

JJucusque nonnifi objefta ad mathefin puram fpeftantia tra&avi. Quare ab 
rigore derrronftrandi , quem ea admittit atque exigit, deflefterc non debui. 
Speciatim non licuit figuras curvilineas confiderare tanquam reftilineas, qui- 
cunque harum fit numerus laterum; nec folida fuperficiebus curvis terminata 
tanquam polyhedra , utcunque magno hedrarum numero contineantur. Univer- 
fim ab magnitudinibus limitum capacibus ad ipfos hos limites transire non li- 
cuit, oifi quoad tranfitus hic propofitionibus eum firmantibus muniehatur; cujus- 
0i odi tum paflim , tum Capite praefertim primo ftabilire annixus fum. 

* .» §. 222. 


✓ 


♦ 

r 
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§. a: 3. Rigorem liunc in mathefi pura omnino neceflarium, atque unum 
ex propriis ipfius chara&eribus conftituentem , applicationes ejus ad objeda, 
quorum cognitio ab fenfuum teftimonio pendet (five ad artes pertineant, five 
ad fcientias), non foium non exigunt; fed & affeftationem illius ut fupervaca- 
neam , quin fsepe noxiam refpuunt. (a) Certitudo mathematica ab conllitutioae 
organorum noftrorum independens debet effe abfoluta : cognitioni noftrae phy- 
ficae, ab indole fenfuum noftrorum pendenti, femper aliquid labis adhaerebit ab 
imperfeftione organorum noftrorum, utcunque exercitatorum, & quacunque 
arte adjutorum. Translationem abftraftionum mathematicarum ad fcientias 
phyficas harum progreffui officere poffe experientia teftatur : quod comproban- 
tium exemplorum pauca exftantiora recenfebo. 

Quoad objeftorum tantum 1 1 1 n H 1 im n ~TTi tinm iliflnnlii ,u 1 Jml 11; uni mi 
velocitatem lucis fuppetebant; determinari haud potuit tempus, quo lux da- 
tum fpatium emetitur. Unde judicio prsecipiti illatum fuit, lucem fpatio cui- 
cunque emetiendo nullum impendere tempus; velocitas ejus pronunciata fuit 
infinita: explicationes fafti hujus nullo vellicati dubio traditae fuerunt; quibus 
ctiamnum adftipulaturi effiemus , nifi obfervationes in corporibus longe remotio- 
ribus inftitutae falfum effie, quod explicandum fumebatur, docuiffent. 

Ex apparente direftionum gravium parum invicem diftantium parallelismo 
fuperficies telluris diu plana fuit judicata : ad rotunditatem terrae ftabiliendam 
alius generis obfervationibus opus fuit, quae philofophorum oculos ferius demum 
perculerunt. 

Ex fenfibiU ponderum corpofum ad diftantias param diverfas a fuperficie 
telluris aequalitate diu inferri confuevit aequalitas aftionis caufae gravitatis: 
donec phyfica exaftior teftimonii fenfuum aeftimatione accuratiori & difcuffione 
phaenomenorum immediate illis haud obviorum opinionem hanc delevit. 

Alia 

(a) Animadvqrfiones in applicationem matliefeos ad phyficam Capite hoc traditae, pariter 
ae deduftiones expofitae Capite XH DilTertationis meae : Expofition det principes 
det calculi fuperieurs , conformes funt doftrinis , quas ex .ore Dni. Le Sage lianfi , 
quo tempore itudia mea pliilofophica & mathematica affeftu paterno regebat. Vid. Diff. 
cit. Nota p. aio, 

T t 
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Alia afferre poffera exempla errorum , in quos praecipites ab phaenomenis 
ad caufas ipforum conclufiones induxerunt; & qui ab fimili judicii praecipitan- 
tia cavere monent. 

§. 223. Per totum hunc librum oftenfa infinite parvorum, quae vocantur, 
mathematicorum inutilitate; & quibusdam locis, repugnantia conceptus ipfo- 
rum: diverfam ab ea, quod ad objefta phy fica, fententiam cum Dno. LeSage 
profiteor. In fcientiis ad haec applicatis .pro nihilo habemus, quod fenfus no- 

t • 

ftros quacunque adjutos arte effugit : & explicatio phaenomenorum naturae, 
conformitatem eorum non rigorofam quidem cum legibus arbitrariis inde dedu- 
ftis, fed eousque accuratam , quousque obfervationum noftrarum per- 

tingit, oftendens, hoc refpeftu fatisfacere propofito cenfenda eft. (i) 

§. 224. Principio hoc admiffo, Dn. Le Sage omnino convellit objefliones 
mechanicae phaenomeni naturae latiffime patentis, gravitatis univerfalis, expli- 
cationi adverfas; adhibitis (juxta analyfin aeque ingeniofam ac folidam) ror. 

puftu- 

(Jb) Quo tempore infinite parva tanqnam bafis neceflaria calculorum fuperiortim fpeftaban- 
tur: Do. Le Sage ufum eorum in mathefi pura ab contradiftionlbui , qnaa impli- 
cat, tneri fatagebat conceptu fequenti: quem deinde ad eam nonnifi fenfu indi- 
, reflo vel devio & explicatu prolixo applicari poffe agnovit ; ac quem ipllusmet ver- 
bia, 14 Julii 1786. ad me perfcriptia, uti in Difiertatione mea priore pag. 211. ex- 
ponam: 

„ Mon bnt dans cette aneienne rechercbe etoit d’aiiigner une bonne foia aux infi- 
„niment petita de tout gcnre & de tout ordre une conftitution, qui me permit en- 
„ fui te & toujoura de lea traitcr bardiment comme de* quantitea determineea, finies, 
„maU negligibles; & qui fut applicable aux etres reels , comme aux etres bypothe- 
„tiques. 

' „ Ponr cet effet je fubftituai aux quantitea moindres qu'aucune afiignfe . & i cei- 

„ lea qu'on pourroit preteudre etre moindres qu'aucnne aflignable , des quantitea rooin- 
„dres qu’ancune . qn’on affignera reellement jamais; ou plutot de* parcellea, qu’on 
„ peut negliger relativement & leor tout , fana sucone erreur qni devienne jamais rfel- 
„lement fenfible. 

„Efiefti vernent de tellea quantitcs font vraiment detcrmineit ; puiaqoe toute ap- 
„plication, qu‘on fera reellement jamais, de quelque propofition que ce foit, eil de- 
,, tertninde en foi, quoique attuellement inconnne: vu que toua le» futura contingens 
„font determines, n’y ent - il meme aucun etre qui iea previt, ni aucun ntxus entr» 
,,cea futura -la & le prefent. 
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puf culis , intervallis retate ad dimenjiones ipforum admodum magnis invieem dijlent, 

& quaquavtrfus (t) fecundum lineas reEtas celeritate prcegrandi moveantur. 

Dn. Le Sage aftionis fluidi hujus confequentias mathematicas accurate 
evolvit, & confenfum earum cum phaenomenis gravitatis oftendit. Meditatio- 
nes ipfius de arduo hoc phyficae generalis objefto minus adhuc notae fuat. Stu- 
dio, qua poflimt, perfeftione redaftas publico exponendi, fcripta fua divulgare 
non feftinavit : nec nifi primas fyftematis fui lineas in Diflertatione infcripta 
EJfai de chymie mecaniquc, quam Academia Rhotomagenfis anno 1753. praemio 
ornavit , ac nuper in Lucretio Newtoniano , Commentariis Academiae Berolinenfis 
anni 1782. inferto, expofuit. Ambitus ejus opera nonnullorum ipfius amico- 
rum quodammodo innotuit: quos inter Dni. De Luc in variis fuis fcriptis, iis 
nominarim , quae fub titulo : ldies fur In lllclcorstogtr, Rrine d'Angle- 

terre, Lettres a Mr. de la Metherie, edidit; & Dni. Prevost in libro infcripto 
Origine des fortes magnetiques. (d) Grato in agnatum hunc pie devenerandum , 
cujus curae quicquid in me eft doftrinae debeo, afleftu motus, cum feptennio 
abhinc ex Polonia reverterer, fummopere optavi exiguum ejus documentum 
ipfi exhibere opera mea qualicunque ad manufcriptorum ipfius multiplicium edi- 
ditionem promovendam. Quo jucundior mihi fuit, quam diu animo fovi, fpe« 
hoc voto potiundi, eo magis irritam ab me conceptam fuifle dolui. 

Tt 2 §. 235. . 

* 

(c) Haec quoque expreflio phyfice eft irtelligenda. Qnod innuo difficultatis folvendae 
gretia, nuper ab illuftri Mathematico motae , & uberius ab Dno. Wilchens expoQtae, 
contra pag. 71 fq. Differtationis : EJfai de chymie mecaniquc, ubi difpoGtiones qua- 
dratiformes punftorum in fuperficie fphaerae rigorofo fenfu mathematico accipi non de- 
bent. Qui primns naevum doftrinae Elementorum Euclidis de angulis folidis animad- 
vertit geometra JffiJl. de l’Acad. royal. des Sc. 175 6. Bermanni Commentatio de 
angulis folidis) \ poteratDe in gravem incidere errorem, quem commififlet, fi expref- 

* fiones ipfiu» ad difcuflionem phyficam pertinentes matbematice effient interpretandae? 
(Vid. Wilchens Auffdze mathemat. Inhaits. GOtt 1790. Kdftners geometr. Ab- 
handl. GOtt. 1791.) 

(d) Du. Le Sage non folum arduum gravitati» univerfalis phaenomenon per aftionem im- 
mediatam corpufculorum fnpra indicatorum explicat: fed eadem qnoqne mediatam ple- 
rorumque phaenomenorum naturae generalium caufam effe oftendit, quatenus aftivita- 
tem fuam iplls debeant fluida elaftica, per quas phaenomena ili» poffont explicari. 
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§. 225 - Conceptus aftionis discontiuuae fluidi gravifici, phyfico fua fe 
luculentia commendans, faepe etiam mathematico commodus eft. Theoriae flui- 
dorum continuorum , elafticorum pariter ac non elafiicorum , admodum imper- 
feftae adhuc funt, quamvis fummi hujus & fuperioris feculi mathematici fua 
illis ftudia impenderint; & quas a priori ftabilire quidam aggrefli funt, expe- 
rientia evertit. Confequentias principiorum, quae pro baflbus fumuntur, perfe- 
qui exercitatiflimis tantum calculatoribus datur. Alia eft ratio theoriae fluido- 
rum difcretorum. Principia ejus funt indubitata ; & confequentiae deductu fa- 
ciles; quod calculi Dni. Le Sage comprobant, qui ne primas quidem calculo- 
rum fuperiorum notiones exigunt. 

§. 226. Ex. gr. Galilei lex accelerationis gravium (phyflce intellefla) im- 
mediate ex adtione fluidi ejusmodi confequitur. Cum incrementum velocitatis 
gravium debeatur fluido, tempufculis aequalibus per impulfus aequales agenti: 
celeritas, quam gravia tempore fenfibili acquirunt, numero harum impuifio- 
num; proinde tempori proportionalis eft, quo corpora illas funt experta. ,Im- 
medite igitur confequitur, e(Te v w t. 

Hinc fpatia tempufculis aequalibus fucceflivis percurfa, utpote celeritatibus 
acquifitis proportionalia, pariter crelcunt uti tempora, proinde uti numeri na- 
turales ; & fpatia inde ab initio motus percurfa crefcunt uti numeri triangula- 
res numerorum momentorum illorum temporis. Sed numerorum triangula- 
rium ratio eo propius accedit ad rationem numerorum quadratorum correfpon- 
dentium, quo majores funt numeri, qui ipforum funt radices (§. 20.). Itaque 
fpatia percurfa eo accuratius proportionalia funt quadratis temporum elapforum , 
quo plura quodvis tempus fenfibile continet tempufcula* duobus caufae motricis 
impulfibus immediate fefe confequentibus interjcfta. 

§. 227. Optabile fine dubio foret, ut mathematicis femper liceret eadem 
facilitate confequentias principii affumti deducere. Magis autem affueti expo- 
nentibus difTerentialibus ^ = v, =/7 , aliisque fimilibus; quam expreffioni- 
bus per differentias finitas , quae illis refpondent : priores traftare exprefliones , 
quam pofteriores, magis fere (in inveftigationibus praefertim prolixis ac diffici- 

liori- 
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lioribus) commodum ducunt; ideoque eas alteris fubflituunt, quibus propofi- 
tum facilius confequuntur. Qua quidem fubftitutione uti ipfis licet: dummodo 
rationis, qua dufti eam ufurpant, non oblivifcantur; neque exigant, ut, quas 
inde neftunt, confequentise abfoluto ac mathematico rigore verae efle cenfeantur. 
Ex aequatione e = t, vel potius v = gt (pofita g celeritate, quam corpus 

acquirit tempore pro unitate fumto, ex. gr. uno minuto fecundo) confequitur 
de ■ . 

dF =g - 

Cum autem fit = v; fit ~ = ■ J. = g. 

Porro cum fit = g; 

d t 

— , dr; »■ 

& v = : 

fequitur $ m g*; & ‘ 

Hinc, ob g conflantem , fit jv a = gt; v = Y' zgs. 

Sed v = gt. Ergo gt = V' zgs ; 


& t = V~. 


de 


£ 


§. 228- Formula diflerentialis — = g pariter applicatur ad cafum, quo 
g variabilis eft ; & qui, phyfice intelleftus, fupponit tempus lapfus in partes 
adeo exiguas dividi, ut, durante qualibet earum, actio caufe corpus impellen- 
tis fit uniformis. . - - • 

Exemplum primum. Gravitas variet uti diltantia a centro. 

Sit o diltantia ab centro, a qua inde corpus delabitur; 

g aftio gravitatis ad hanc diftantiam. 

Corpore delapfo per fpatium t, gravitas ad diftantiam a — / erit g x — -. 


Igitur 

fed 

Ergo 


a — t 


de 

dr =** . 
dt _ i 
dx tT 

-i = «x — 

ai ° a 


u* - 


= c + gx 


20/ — r* 


Tt 3 


Sed 
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ias — /’ 


Sed v evanefcit, quando t = o. Proinde C = o; v* = g x 

Sit t = a; erit v* = ag. Sed gravitate pofita uniformi, erat o* = 2ag 
(§. 227.) Quadratum igitur celeritatis acquifitae per aftionem gravitatis con- 
flantis duplum eft quadrati celeritatis acquifitae per aftionem gravitatis variabi- 
lis juxta legem propofitam. 

Porro ^ = I = ri unde l(C-arc.fin.^f) 


Sed t— o, dum r=o. Ergo C=arc.fin.i=p; 


/ = y' ^fp - arc.fin. a --' r ) -V-x arc.cofin.— 
<* J g a 


Sit t = a; erit t = Y'- x p. Et cum fit gu) a: eft t co p; feu tempus 
lapfus ad centrum usque conflans eft, quodcunque fit fpatium percurrendum: 
quod principium eft ifochronismi in cycloide. 

Extmplum fecundum. Gravitas fit in ratione inverfa quadrati diftantiae. 


Erit £ = gx 


d t 
d / 

.dv 


(a-s)* 


I 

o 


Ideoque v~ = g y — °* . *„* 


Sit v=o, dum /=o: erit C—-g; io* ssgC^L -a)=gx~ 

K a-i ' a-s 


=.Y'2agxY'~=Y'l.xY'— ob g= 

«-/ a a. r “ 


a-s 


Porro d - - 1 - 1 1 Y ' amt - 1 ( & 1 l a ‘‘ \ 

ds v Yzag 1 Y' 2ag Y'[at-s 2 ') Y'2ag\Y'(as-s 2 y Y\as-s 2 )J 

UadC 1 = ( 5 aX arc - fin - verf - ,— + -•'*) + C) 

Sit <=o, dum/=o: erit C=o; t=pi^(|«xarc.fin.verf. 1 ^+ 7 / V( a - 0 )* 


Sit / = a. Erit 

Atqui g = i. Ergo <=s °^p; & <» = 


Objer • 
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Obfinatio. Cum exprefliones temporis t & celeritatis v imaginariae fiant 
pro i > «; docemur, motum ultra centrum gravitationis locum habere non 
polle. 

Sit t-=o : erit v = x ^ r ~ a — x > quod elt lignum impoflibili- 
tatis (Cap. IX.): ideoque corpus non folum ultra centrum gravitationis pro- 
gredi nequit; fed ne ad centrum quidem usque poteft pervenire. Quod geo- 
metrice oltendi poteft modo fequente. 

Cum fit = — iY 

a a-/ avn-x S 

eft v' + iC* = — . 

a-/ 

Defcripta igitur curva hyperbolica , cujus centimn fit-oantrum gravitationis, 
& cujus abfciffie ab centro inde in afymptoto alterutra fumtae frnt fpatia per- 
currenda, cujus denique aequatio fit y a + i s = quadrata celeritatum, 

aufta quantitate data, proportionalia erunt quadratis ordinatarum: pariterque 
ac ordinatae nullum habent limitem magnitudinis, nec celeritas limitem magni- 
tudinis habet ; atque uti nullum eft hyperbolae punftum , cui ordinata refpon- 
deat occurrens axi abfcifTarum in centro; ita nec celeritas ulla eft, quaerefpon- 
deat fuppofitioni , quod corpus ad centrum usque polfit pervenire : proinde fup- 
pofitio haec impoflibilis eft:. 

Cafus hic plurcs occupavit mathematicos ; quorum nonnulli valde para- 
doxa de eo ftatuerunt. Exemplum, mea quidem fententia, is praebet abufus 
abftraftionum mathematicarum , objeftis applicatarum realibus , cum quibus 
confidere nequeunt. 

Gravitatio, quam corpus fphaericum exercet, fequitur rationem in verfam 
duplicatam diftantiae ab centro corporis hujus, quoad corpus gravitans extra 
illud litum eft. Polito autem, corpus gravitans pofte (per fifiionem aliquam 
admiffibilem ) intra illud pervenire: tum lex gravitationis eadem, quae prius, 
non fubfiftit; fed gravitatio variatur in ratione fimplici diftantiae a centro. 
Juxta hanc vero legem corpus ad centrum usque delabitur, & velocitatem de- 

tenni- 


i 
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terminatam acquirit : tum ultra centrum progreditur motu retardato fimili ra- 
tione , qua accefiiis ipfius ad centrum fuerat acceleratus. Confiderationes igi- 
tur phyficae fententiam hoc cafu confirmant, quam de fignificatione fymboli § 
Capite IX. profefiiis fum. Conf. DLCs. Dn. Le Sage inferta Diario Journal de 
phyjiqttt de I’ Abbi Rozier. Janvier 1776. 

Formulae praecedentes applicantur ad motus juxta legem quamcunque da- 
tam variatos; nominatim ad motus corporum in mediis relidentibus. Sed fco- 
pus praefentis fcriptionis applicationes has perfequi prohibet. Quare ad motus 
compofitos progredior. 

§■ 229. Kepieri celeberrima lex arearum infigne praebet exemplum faci- 
litatis, quam inveftigationibus phyfico- mathematicis conciliat fuppofitio aftio- 
nis non continuae caufa* metricis. Quippe juxta eam demonftratio legis hujus 
nonnifi fimpliciflimas requirit geometriae elementaris propofitiones, eas nimi- 
rum, quibus nititur aequalitas triangulorum aequealtorum fuper eadem bafi. 
Re etiam ipfa omnes fere auftores, prxeunte Newtono, eam juxta hanc fup- 
pofitionem explicant ; quicquid ceterum de conformitate fuppofiti hujus cum na- 
tura rei fentiant: & tum ad femitas curvilineas applicant, quod in reciilineis 
locum habet, utcunque exigua fint latera ipfarum. 

Demonftratio curvis ipfis immediate applicata seque facilis non eft. Com- 
parationis duarum methodorum inftituendse gratia pofteriorem tradam eo fere 
modo, quo ipftrm expofuit cel. de la Place in Theoria fua motui pkvc'arum. 

Sit S focus gravitationis ; SM radius veftor, feu diftantia, = r; M corpus 
gra vitans; & gravitas fit cuicunque diftantise SM funftioni —<pr proportionalis. 

Per focum S agantur duae quaecunque reftae SP, £Q, invicem normales; 
ad quas referatur motus corporis M. Sint MP=a SQ = x, MQ = y. 

Aftio gravitatis fectmdum direftionem JHQcrit <p rxif.; fecundum directio- 

r 

nem .SQ, <prx — : & celeritates planetae juxta has direftiones refpective enmt 

di/ dx p , . . * . u 

g-> gj. Exponentes difTerentiales celeritatum harum, qui viribus p x “ , 

(prxiL proportionales funt, refpeftive erunt Unde duae confequun- 

tur 
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tur aequationes: 

■ '£f , pxL 

di 2 r 


d t 


r = * rX z 


Hinc JtX§ = jrxS! « • . . 

d* a r 

Ergo «£»-j,x!£ . o 

- '*%->*% ' C 

Sit angulus iJf-?Q=ta. Erunt y =.rfin.s ; = rcof.s— 

- -Hin.,* * 

4?— 4p S= r 4 cof.**^f + r*fm.*zp = r a *- = C. 

dr 5 dr dr dt dt 


J c 

Pofita autem area curvae, quam verrit radius veftor, = 5 , eft 3- *= i r * (§i°4) 

Cl 5 

Quare etiam = Ir a 4 ^ = C 
dt dt 

ideoque S = C' -f C/. 

Proinde fi 5 evanefcit, quando t = o; fit S = C<; feu area S eft tempori 
proportionalis. 


§. 230. Ex lege hac immediate duo corollaria fequentia fluunt : 
i°. Celeritas mobilis eft in ratione inverfa perpendiculi, quod ab foco in 
direftionem corporis demittitur; proinde in curva velocitas eft in ratione inverfa 
produfti ex radio veftore ac finu anguli , quem radius veftor cum tangente cur- 


vae comprehendit. Ideoque expreflio velocitatis eft 


r(r+0) 


(5-49) 


a°. Celeritas angularis mobilis , relata ad focum gravitationis , fequitur 
rationem iavcrfam duplicatam radii veftoris, 

U u §. 231. 


. 1 
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§. 231. In gratiam phy ficorum, quibus calculi fuperiores & theoria cur- 
varum minus funt familiares , Dn. Lk Sage confequentias aftionis haud conti- 
tinuae caulae gravitationis & motus corporum in orbitis reftilineis perfequi fate- 
git; ac fpeciatim in polygonis regularibus theoremata Hugenii ad vires centra- 
les in circulo pertinentia demonfiravit. 

Cum in omni curva vis centralis refpondens tempori, quo mobile arcum 
aliquem curvae percurrit, fit in ratione compofita ex direfta fimplice fegmenti 
radii verioris ad unum arcus hujus extremum durii, quod arcui huic & tan- 
genti per alterum arcus extremum duriae interjacet, & ex inverfa ratione du- 
plicata temporis ad arcum percurrendum impenfi : data curvae , quam mobile 
deferibit, aequatione ad focum gravitationis relata; ope formularum §§. 104. 
196. determinatur lex gravitationis. 

Fig' 57- Nempe pofita vi centrali =g; eil g = 


Atqui r » * & r 4 I0 *) 


da* 


„ Mt . . i^drx* ,r 

ac lim.-— = Jr-f-r—.) Lx 

As* 3 r\ds-' 1 i.a 


, ddr 
ds* 


Igitur 


- bb 


itaque 


Exemplum. Sit r = - ^. fC fi 11 ® efi aequatio focalis ellipfis; 
dr bbe fin.s ffin.s 


ds “ (a+r cof.s)* bb ™ 

ddr _ r cof.s ar fin.s dr __ rcofa__ . 2»fin.*s r 3 
ds* bb bb ds bb i 4 


Sed er cof.s = bb — ar. 

Er g « 8=i x^( I -“ ? ) = ix ^ x i. 


r cof.s 
bb 


) 


Pro- 
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A m i 5 ~ i i-J —i i 

I 

m , , m m-i, .. m m- 2, .. 

m 1 (w - 1 ) 3 q —(m-2) 5 ( m- 2 ) * . . 

+ — i 1 -; — ___£ — j 

, m .. m ,«i m-i, v, m m-2. 


dx 

4. 1 1 =» 1 3 i A, v ^dP 

1. 2 ■ . d * 3 

, m , - m m-i. m m-2, , m 

m 3 — _(m-i) 3 -f (w-2) 3 — (w-3)*....±- i* 

. 1 12 x 3 v 1. ,d 3 jP 

+ rr, — — ^ 3 dF 

, 4 , 


+ 

+ 


.+-1* 

~ 1 * ,d 3 P 

. Avi 

1.2.3 

j m. .\x 1 m m-j, a a m m-2, s4 

i.a. 3*4 ~ — — — _dx 4 

e m, \r , m tn-i, .. m m-2, .. . m , 

m 5 — -(m- 1) 3 +_ . — (m-2) 5 (M-3) 5 .... ± - 1 5 ,5 p 

L l -1 ! 3 L_A* 5 j~ 

1 . 2 . ... 5 - dJC 5 


d "».m A x dP 
1 djf 

Am.ro 3 ^ 4 dd.P 
1.2 d* 3 

A m .m 3 . ,d 

A~i 

1.2.3 dJt 

d° 1 .m^ Ay 4 d 4 P 
i. 2.3.4 d* 4 

s d^P 

J.2...5 d* 5 



H 


Atqui 


Digitized by Google 


339 

Proinde in diverfis ejusdem ellipfis punftis gravitatio fequitur rationem inver- 

fam duplicatam diftantiae ab foco. 

Eodem modo demonftratur, eandem legem in ceteris feftionibus conicis 
obtinere. 

ViciJJim, data lege gra vitationis, ex aequatione 

g = deducitur natura curvae defcriptae (quoad 

limites perfeftionis calculi integralis concedunt). - 

Ex. gr. gravitate fcquente rationem inverfam duplicatam diftantiae, curva 
invenitur efle feftio aliqua conica; quae determinatur per angulum projeftionis, 
& per rationem, quam celeritas projeftionis habet ad eam, qua fieret, ut mo- 
bile circulum ad eandem ddtnntiam Clefcrihcrt:r 

Verum haec fufius deducere ab fcopo libri hujus eft alienum. — — 
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